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Des fonctions symétriques des racines des 


équations. 

i. On appelle fonction d’une ou de plusieurs quan- 
tités, toute expression composée de ces quantités, ou 

dontia valeur en dépend : *», ±, , sont des f onctions de 

, , a. c" -f- b 

x; ex-f-6, cxJn ~_p- d , etc. sont encore des fonctions 

de x, lorsqu on regarde les quantités a et b c et d 
comme déterminées ou connues. L’expression àxy—bJ 
considérée par rapport aüx quantités * et y seules est 
une fonction de xety; les racines d’une équation dé- 
pendant de ses coefficiens et de son exposant sont 
par cette raison desfonctions de ces quantités. 

Quoiqu’on ne puisse obtenir en général les racine, 
d une équation que par approximation ou avec des radi- 
caux, il y a cependant des quantités qui dépendent 
e ces racines, et qui s’expriment d’une manière 
rationnelle au moyen des coefficiens de l’équation pro- 
posée. Les quantités dont je parle sont celles qui renfer- 
ment toutes les racines combinées d’une manière sent- 

3 ’ : ' A 


V 
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a complément 

blable , soit entr’elles, soit avec d'autres quantités , et 
que pour cela je nommerai fonctions symétriques. 
La somme des racine* , celle de leurs produit* deux à 
deux, trois à trois , etc. données respectivement par les 
coefficiens du second, du troisième , du quatrième , etc . 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On reconnaît en général une fonction symétrique â ce 
qu’elle ne change point de valeur, quelque permutation 
qu’on y fasse entre les quantités dont elle dépend. 

La raison de ce fait 6e trouve dans une propriété bien 
remarquable de l’Analyse , et qui est une suite nécessaire 
de sa généralité -, c’est que l’équation d’où dépend ia 
détermination d’une fonction quelconque, renferme tou- 
jours toutes les valeurs dont cette fonction est susceptible, 
en y échangeai , les unes dans les autre? , les quahtîtei 
sur l’ordre et la valeur desquelles les convention* n'ont 
rien établi de particulier. 

Les questions suivantes , quoique très-simples , répan- 
dront le plus- grand jour surtout ceti. 

2 . Sil’on se propose d’abordde trouver deux quantités 
dont ïa somme soit p , et le produit q. 

Èn représentant par x et par y ces deux quantités , 
bn aura 


or+yüdp ) ^ 0Ù0Q t ; rera 

xyx=q j 


x % -~-px + q*xo 

y* q î±= O 


les deux inconnues xéty seront les racines d’rnie même 
équation, parce quelles entrent tontes deux delà meme 
manière dans les conditions du problème . 

Je suppose maintenant qu aülieu de chercher immé- 
diatement les quantités* et y, onsebofne à demander 
la valeur de leur différence } : on l’obtiendra sans 
ÿeine, cat eh vertu des équations proposées, on aura 
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bES ÉLÉMËKS D’uoÈBRE. 
a* +3 xy +y‘ = p> ) ^xy-^q; 
tetra n chant le second résultat du premier, il viendra 

x ‘— 3 *y+y~(*-yy~p‘—4g, 

d’où ... 

On pouvait prévoir d’avance que la fonction x— v 
aurait deux valeurs , «t que par conséquent elle dépen- 
drait d’une équation du second degré ; car rien dans 
l'énoncé de la question et dans la manière de la résou- 
dre , n’indiquait qu’on cherchât x— y ou v — x. La 
fonction x* +y’, au contraire , dans laquelle il est in- 
diffèrent de changera; en y , et réciproquement , n’étant 
susceptible que d’une seule valeur, ne dépendra que 
d’une équation du premier degré. En effet, si de l'équa- 
tion x*+nxy+y*=p*;: oa retranche ceüë -*i 
* X J — il en résultera . •_ ’ 

Kes remarques seront d'autant mieux senties , qu’on sera 
plus habitué à la marche de l’Analyse. 

5. Il est facile de voir que si *, 0 , y , J> et s , dési- 
gnent les racines d une équation du dinqmème degré , le» 

* + $ + y *j-e - ■ * 

etc. 

sont des fonctionsaymétriques de ces racines. Il en «erait 
de même des puissances semblables des racines d’une 
equatmn d’n degré quelconque. Newtua a donné,des 
formules très-élégantes pour lès calculer sens qu’ii soit 
besoin de résoudre l’équation proposée. Ces formates 
** A m démoda point , sont de 1# plu, grande kupor- 
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tance dans la théorie des équations ; je vais y pat- 
venir d’une manière simple , au moyen de la formule 
trouvée dans le n° 180 des Il terriens. 

4 - SoitaC m -f jPx m_1 + Qx"-’-*- . . + Tx + U ~° 
l’équation proposée ; on aura pour le résultat de la division 
de cette équation par x — <t, ordonné par rapport à x, 

xr-'+tt jx m - 3 -f-* s ' ' 


+P\ 


ri- Ç 


Ix m r 4 . 


+CL'P 

ri 

- h fi 


P 

-f * m - : 3 Q 
R 


ri* P 

# Il est évident que si on divise aussi l’équation proposée 
par x — fr, on aura 


*—*+• -18 j*—*- +£* [x^+iS 3 


+ P\ 


+» P 
+ Q 


:.i 


+PP 
+ZQ 
ri fi 


-f £"— » P 
_4-/3 m — 3 Q 
+/3" 1 -* fi 


+ ' T 

de même , en la divisant par x — y , on trouvera 


ix»r»+y la^-’+y 3 

-ffi| +?P\ +>*P 

ri- Q\ +y Q 

ri- fi: 


lx m -+. 


■+y 

ri -y m ' % P 
ri -y m - 3 Q 

fi 


* , 

», . ' 

En continuant ainsi, on obtiendra autant de quotien» 
qu’il y a de racines : et pour les ajouter ensemble , on 
représentera par S, , la somme des premières puissance, 
des racines , par 5» , celle de leurs secondes puissances, 
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DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 5 

par S3 , celle de leurs troisièmes , enfin par S m la somme 
des puissances du degré m : on aura ainsi 

Si — 1 

S, = a» + É* + y + Ja + «• 

Sj = * 3 + É* + >* + J 3 -f * 3 

S m = *”•+£”+ y m + J m -j- t m . 

A. l’aide de cette notation , on trouvera pour la somme 
de tous les quotiens donnés ci-dessus, l’expression sui- 
vante : 



-S, 

x «- s + 5 3 


•j-mP 



■+• PSm—iÈ 


-fmQ 





-J-mfî 

+RS^ 




4- mT \ 


J’observe maintenant que chaque quotient particu- 
lier est le produit de tous les facteurs de la proposée , 
excepté celui par lequel on a divisé. Le premier de ces 
quotiens , par exemple , renferme tous les facteurs , 
excepté çc — «. ; le coefficient de son second terme sera 
donc la somme de toutes les racines, excepté «c, prises 
avec des signes contraires ; celui de son troisième terme , 
la somme de tous leurs produits deux à deux, excepté 
ceux qui seraient formés de la lettre *, combinée avec 
chacune des autres : le coefficient du quatrième terme 
contiendrait de même tous les produits trois à trois, à 
l’exception de ceux qui résulteraient de la lettre * , 
combinée avec 'deux autres quelconques , et ainsi des 
coefficiens suivans. Ce qui vient d’être dit sur le premier 
quotient et pour la lettre aura lieu également pas 

. 3 


6 * COMPLÉMENT 

rapport an second ci à la lettre au troisième et à la 

lettre y, etc. 

Il résulte de là que le coefficient du second terme dans 
la somme des qnotiens , rrq dans la Fonction \A ) , est égal 
à (rn — 1 ) fois la somme des racines prises avec un signe ^ 

contraire ; car si tontes les lettres se trouvaient dans 
chaque quotient , on aurait m fois cette somme ; mais 
comme chaque lettre manquera une fois, d’après ce qui 
a été dit ci-dessus, elles ne se trouveront toutes répétées 
que (m — 1 ) fois. On aura donc (m — î ) P pour le 
coefficient dn second terme de ( A ) , et par conséquent 

Si -f- mP = ( 771 — 1 ) P. 

Le coefficient du troisième terme de la fonction ( A ^ 
contiendra plusieurs fois les divers produits des racines 
«, /?, y, J 1 , etc. combinées deux à deux; mais chacun 
de ces produits manquera dans deux quotiens : a.0, 
par exemple , ne ae trouvera ni dans le premier ni dans 
1» second ; tous ne seront donc répétés que m — a fois ; 
et comme leur somme est exprimée par O dans la pro- 
posée, on aura (m — a) Q pour le coefficient du troi- 
sième terme de la fonction ( 'A ) , d’où il résultera 

* 5» r\-PS, -f- mQ — (m — > a ) ()i 

Le coefficient du quatrième terme de la fonction (/i) 
sera formé des produits des racines prises avec des signes 
contraires et combinées trois à trois ; mais chacun de ces 
produits manquera dans trois quotiens : — <t@y, par 
exemple, ne se trouvera ni dans le premier, ni dans le 
second , ni dans le troisième, tous ne seront donc répé- 
tés que (m — 3) fois : leur somme étant il dans la pro- 
posée , (m — 3)il sera le coefficient cherché, et on aura 
par conséquent 

. Si + PS * + QSi -f mil = (m -*5) R. 
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DES ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. 7 

• On peut pousser ces raisonnemens aussi loin que l’on 
voudra , et en en tirera 

~\ fSi-f-P=o 

S 2 -i-PS,-hmQ=^(m—a) QÇtf où jS l ,+PS,+a()==o , / 
Ss+P&+Q&+mfl— 0/f-rrg)fl C JSr4rPS t +QS,+3fl=7 

etc. J ketc. 

S. On obtiendra par ces formules la somme des puis- 
sances des racines, tant que l’exposant de ces puissances 
«era moindre que m; mais rien n'est plus facile que de 
la trouver passé ce terme. En sffrt, il suffit pour cela , 
comme Euler l'a remarqué , de multiplier l' équation pro- 
posée par x", il viendra 

x m +"-f-Px m +'— > -f- \ . . -f 7V+ 1 -f- r.-r» — <>• 

mettant sucoessiyemeufc*, fi, y, <f, e|c. au lieu de x, 
on aura 

_|_ T* n +' -f- l/*»=o 

fi n+a l+.y^-W Ufi*=O y 

etc, - - ■ \ ' V - / - ... • « -h , 

Et en ajoutant tas résultats entr'eux , on conclura dè 
la notation adoptée , • - *' 

-f-RS m+n—3 ■ ■ ■ ~f~ TSm+> -f- rfpn— ° ■ 

Cette équation se lie parfaitement avec les précédentes, 
car en faisant q o , qr a 

•S* $9 *f- fi ? 4" y Q ~b i 9 ~b et* 5 * > 

Çt comme a* = î , fi° =s t , ^° — 1 , «f° — x , etc. il 
suit de là que. £„ égale l’unité répétée autant de foi# 
qu’il y a de racines , ou égale m. P«jr çettn obsçfvapou» 
l’équation pi-dessus devient t j , . » * 

Sm ~h PSm— j “Jr QS„ — »-f- RSn— 3 ---- “f" TS, -f- mLz=0,, 

4 
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8 COMPLÉMENT 

résultat dont la forme répond à celle de la dernière des 

équations du numéro précédent, qui serait 


S*i—i -f- RS m _4... -f- (m — 1 ) T mo. 

Ces équations, dont la loi est facile à saisir, renfer - 
ment le théorème que Newton a énoncé dans son Arithmé- 
tique universelle , et qu’il a appliqué à l'équation 

x* — — 1 gx* -(- — 3 o = o : 

dans ce cas particulier , où — i, Q = — • îg , 
R = -f- 4 g , S = — 3 o, il a trouvé 

S, = 1 , S,, = 3 g , S 3 = — 8g , S± — 7 a 3 . 

On trouverait de même 


H est visible que 


S5 — — a 84g. 
si l’on multipliait l’é 


ultipliait l’équation 


x m -f- Px m — -f Qx m —, . . . -f Tx + U = a 
par 1 le facteur x~ ", et que dans le produit 

x -n+m _j_ p x -n+m—i . , , , Tg-n+l J Jgj-n — q , 

'on substituât successivement, au lieiPde x, ses valeurs 
a. , (Z etc. puis qu’on ajoutât entr’eux les divers résul- 
tats , on aurait les relations des sommes des puissances 

négatives. En désignant par la quantité 

-1- etc. il viendrait 

S m —n -j- PSm — 1 — » • . ■ + yS|_« -f- tAS_ii= O. 

G. Avec le secours des résultats du numéro précédent, 
tonte fonction algébrique , rationnelle et symétrique des 
racines d une équation quelconque , ppurra s’exprimer 
par les coéfficiens'de cette équation ; l’exemple qui va 
«fiVré / quoique particulier , montrera suffisamment de 
quelle manière la chose doit s’exécuter en général. 

Soient a . , j 3 et y les racines d’une équation du troisième 


t 


Digitized by Google 



1 


DES ÉLÉMENS D'ALGEBRE. 9 

degré : si oq, multiplie l’une par l’autre les quantité* 

-f- /5" -f- y" =S H et a? -f- P -f- y~ S f , il en résultera 

cL n+ P-\. $<’+P-i r y n - Jr r 

+xv 2 ? +ap/3 n +* n y +x /, y+/s n y+Py 

mais la première ligne du premier membre est égale à 
S „ +p , et la seconde est une fonction symétrique des ra- 
cines a, $ et y, formée en les combinant deux à deux, 
et en les affectant , chacune à leur tour , de l’exposant n , 
et de l’exposant p : on aura donc 

* p $ n + * n y+ a?y n +& n yr+fry n = S n S p —S« +p . 

Il est facile de voir qu’en quelque nombre que soient les 
racines <* , jS , y, etc. la valeur d’une fonction symétrique 
de la forme a" @ p -)- etc. sera toujours S.S P — , les 
sommes S n S p et S„+ p étant calculées pour le nombre de 
racines que l’on considère. 

En multipliant par ai -f- -f- yi = 5, , l’équation 

précédente , on aura 

+*P+i$ n -\-a. n tîr+i-î-A'’'*'iy n -i-ci n yi’-*-‘’-{-IZ'’'*'y*-i-!} n yi H i 
-j -* n pyi+<t n pyr +ar$ n yi -f -A p ^y" -\-tf(, n y? -j-ai^y” 
=SnS r S,—S„+ p S,. 

Les deux premières lignes du premier membre de cette 
équation étant des fonctions symétriques formées de 
produits de deux lettres, seront, d’après ce qui précède, 
exprimées respectivement par 

et on en conclura que la troisième ligne , qui est une 
fonction symétrique formée de produits de trois lettres^ 
sera égale à 

.SnSpS, S n ^. p Sq — Sn+qSp Sp+q **« "f" v 

i 





Digitized by Google 



JO 


COMPLÉMENT 
On aurait encore ici, comme dans le cas précédent, un 
résultat de la même forme, quel quç fût le nombr? de» 
racines ; ensorte que l’expression ci-dessus est celle de 
toute fonction symétrique composée de produits de trois 
racines. 

Le procédé dont j’ai fait usage pour découvrir les 
deux formules précédentes est général ; et en conti- 
nuant les multiplications, on parviendra à exprimer une 
fonction symétrique quelconque, qui ne peut jamais 
offrir qu’une suite de termes tels que tt n gPyi S r , etc. et 
dans lesquels chacune des lettres*, $, y, etc. se trouve 
affectée successivement de tous les exposans. 

La formule donnée ci-dessus pour l’expression de 
la fonction symétrique ct n ^fy^ -f- etc. doit être mo- 
difiée lorsque quelques-uns des exposans ra,p, q, 
deviennent égaux. Pour fixer les idées, je supposerai 
qu’il n’y ait que le» racines *, y, $. 

La fonction et" Éf yi -f» etc. composé# de tous les ar- . 
rangemens possibles des expœans n, p , q, sur les lettres 
* , Æ, y , S'j prises trois à trois , renferme en général vingt- 
quatre termes distincts ; mais lorsque deux de ces expo- 
sans deviennent égaux, comme dans la fonction 

<t* @y+-*‘@S' -4- etc. elle ne contient plus que douze 
termes différens , répétés chacun deux fois, et la valeur 
que donne dans ce cas l’expression ci-dessus , est doubla 
de celle que doit avoir l’ensemble des douze termes iné- 
gaux. Si les trois exposans n, p et q devenaient égaux 
entr’eux, la fonction <*'* yi -f- etc. ne renfermerait plus 
que quatre termes différens, répétés chacun six fois, et 
dans cette hypothèse, il faudrait prendra pour la valeur 
de ces quatre termes le sixième de son expression gé- 
nérale. “ , - 
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Toutes les fonctions symétriques sont susceptibles de 
semblables réductions lorsqu’il y a égalité entre quelques- 
uns de leurs exposans ; en comparant leur forme réduite 
avec leur développement général , on verra facilement 
pur quel nombre il faut diviser l'expression que donne 
pour ce dernier la méthode ci-dessus. 


/ 


Les fonctions fractionnaires ne doivent pas faire un 
article à part , car lorsqu’elles sont symétriques , il en 
résulte, après qu’on leur a donné le même dénomina- 
teur, une fraction dont les deux termes sont des fonc- 
tions symétriques et entières. La fonction 


— f— at — f— ct a — f- a.y 


tfly 


, par exemple, conduit à 
+SX±Al\, résultat dopt 


le numérateur et le dénominateur sont des fonctions 
symétriques. Plusieurs Géomètres sé sont occupés spécia- 
lement de ces recherclles, et Vandermonde, en parti- 
culier, a imaginé une espèce de signe, ou un algorithme, 
au moyen duquel il a construit des formules générales 
qui donnent immédiatement l’expression d’une fonction 
symétrique quelconque. Ceux qui seront curieux de con- , 
naître ces formules, pourront consulter son Mémoire 
( Acad, des Scienc. ann 1771 ). 


7. Si on avait une fonction dans laquelle il n’entrât 
que quelques-unes des racines de l’équation proposée , 
on pourrait encore, à l’aide de ce qui précède, parvenir 
à former la nouvelle équation dont elle doit dépendre. 
Qu’il s’agisse , par exemple , de déterminer la somme de 
deux quelconques des racines de l’équation générale du 
troisième degré; comme il n’y aurait paf de raison pour 
représenter cette somme par a-f-jS plutôt que par«-f-^, 




1 


* 


Digitized by Google 


1* COMPLÉMENT 

ou par £ -f- y, ces trois expressions doivent être regar- 
dées-comme autant de valeurs dont elle est susceptible : 
elle dépendra par conséquent d’une équation du troi- 
sième degré , ayant pour racines x x -f - y et 0 -f- y, 
et qu’on formera en égalant à zéro le produit des facteurs 

a _ + z —(x + y ), z—tf + y). 

En effectuant le calcul , on trouvera 

( a* 3 -f- + x'y -f- et y* -f- &*y-b&y *) — 2 x@y ) ° 3 

les coefiiciens des différentes puissances de z dans ce ré- 
sultat, sont des fonctions symétriques , dont on trouvera 
facilement l’expression, et les valeurs de l’inconnue z 
seront aussi celles de la fonction cherchée. 

L’équation générale du troisième degré étant repré- 
sentée par æ 3 -f- Px' -f- Qx -f- R = o , on aura 

a -f-3 ?{- y — — P , 

** + F + y' + 3*0 + 3xy.+30y=P* + () f 
et<t*j8-f- «3* -f- <Py -f- xy* -f - &'y ~h $ y* == ■StSi—Ss i 
mais on a par les équations du n° 4 , 

S.^—P, S % = P* — aÇ, S 3 =—P 3 + 3PQ—3R. 

et de plus 

■ _ — «3 y — R : 

il viendra donc 

-( el =l2+xt>+*y+ A y'+^y+fiy*)--2 Sl j3y = zP Q-r-R , 
et en dernier résultat , 

z 3 -j- 2 Pz* + (F* -f Q)z -f PQ— R = o. 

Cet exemple fait voir que pour trouver l’équation d’oji 
dépend une fonction quelconque des racines de la pro- 
posée , il faut f|jire dans cette fonction toutes les per- 
mutations possibles entre les lettres x, â ,y, «P, etc. et 


i 


f 


/ 
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désignant par *' , 0 , y , etc. les difFérens résultats ob- 
tenus ainsi , on égalera à zéro le produit des facteurs 
z — et — z — y , z — J' , etc. Les coelliciens des 

puissances de zdans l’équation à laquelle on parviendra;" 
étant des fonctions symétriques des quantités et ' , @! , ÿ f 
y , etc. qui renferment entr’elles toutes les combinaisons 
qu’on peut faire des quantités *, B, y, S, etc. dans la 
fonction cherchée, seront aussi des fonctions symétriques 
de ces dernières , et pourront par conséquent s’exprimer* 
sous une forme rationnelle par les coefliciens de l’équa- 
tion donnée. En effet, il est facile de voi» qu’aucune des 
fonctions symétriques de et' , jS' , y' , «T , etc. ne peut 
changer de valeur, de quelque manière qu’on permute 
entr’elles les lettres <z, & ,y, <f, etc. et cette invariabi- 
lité est , ainsi qu’on l’a vu plus haut, le caractère essen- 
tiel des fonctions symétriques. 

8. En renversant les expressions de S,, S „, S 3) etc. 
données dans le n° 4, on obtient les suivantes : 

S., 

PS> + S, 

a ’ 

QS, + P&+S a 

3 

par le moyen desquelles on peut trouver les coelliciens 
P , Q , R , etc. d’une équation rf+Pr m_, + etc . = o , 
lorsqu’on connaîtra les sommes 5 , , S ü , S3 , etc. des puis- 
sances de ses racines. 

Ces formules sont commodes pour fonger l’équation 
aux quarrés des différences des racines d’une équation 
donnée (j Élém. 208). 

Soit pour exemple l’équation*' 1 — 7x4-7=10 ; dési- 


P—~ 

<? = - 

*==- 

etc. 
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gnant par x, fc , y, les racines de la proposée , il Tiendra 
{*-(«-*)»} {z-(x-?y} {z-(ü- y y}=o (D). 
La somme des racines de cette dernière est 

*f (■—>)• + <*->)* *r 

a (a* + y“) — = a5» — aÇ>, 

celte de leurs quarrés , 

. ( tt —$y-i-( e t.—yy-\-(i}—yy~ 

a(**^+y*)-4(<t 3 li+*0 i +<t 3 y+ l iy 3 +li 3 y+fry 3 ) 
+ 6C^rf-*V+^V)=35 4 -45 3 S,+55: ; 
celle de leurs cubes , 

(*-*)• + + ($-?)* = 

a(a 6 +(3 6 -}-^ 6 ) — 

— ao(* 3 /S 3 -f-*y -}-^y ) =35s — Si'sS'.-f* « 55 4 5 a — i o5 f ; 

mais on trouvera par les Formules du n° 4, 

5 i =o, 5 a = 1 4, Sj=— a î , £ 4 = 98 , 5s= — a45, 56 — 833; 

nommant donc fi, les sommes rapportées ci-des- 

sus , on aura 

/. =4 a » - 88a , / 3 = 18669 ; 

et comme il existe entre et les coelüciena 

p, q, r, les mêmes relations qu’entre S„ S x , S3, etc, 
«t les coefficiens P t Q , R, etc. on auca encore par les 
formules citées plus baut , 

p — 4 a 

=+«' 

v; 

et par conséquent l’équation (D) deviendra 
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a 3 — 4 2 z **h 44 i z ‘-‘-49 — o, 
comme dans le n° ao8 des Èlémens . 

9. La théorie de l'élimination , dans les équations à 
deux inconnues , dérive d’une manière bien simple de 
celle des fonctions symétriques, exposée dans les article» 
précédens. 

Soient lés deux équations 

^« + p x «.-,_f-Ç xJ „_ a+jRxJ „_3 +Tx+ Uz _ 0 _ f0 

f +P'x h -'+ . .4. rx.+Z'=o . . . (a); 

le moyen qui s offre le premier pour chasser x de ce» 
équations, consiste à prendre dans l’une d’elles la valeur 
de x, pour la substituer ensuite dans l’autre. Supposant 
dOtoc que l équation (1) soit résolne , etqa’o* en ait tiré 
les diverses valeurs *œjg, xrfcy , x^=S t etc, 

comme ellesappaitienneattoutts à la question proposée , 
elles doivent être substituées indistinctement dans l’équa- 
tion {a), et produiront ainsi autant de résultats délivré» 
dè a:, que 1 équation ( 1 ) a de racines : on aura sépa- 
rément , , 

a" 4. P' +. Q’ **->+/?' . .4.*"* +Z'=o V 

& + p ' + X? #-*+# @*~ 3 . ..+r/2 +z'= o I 

y+py-+Q'y->+n'y-*...+Y'y+z'= 0 >-(3) 
r+Po '*-■ +!?«—+ K' * '- i ...-+Y'*-+z'^ À 

etc -. ... .. J -, 

Aucune de CéS ‘équations , considérées en particulier , 
fie peut être la résultante cherchée ; mais cette dernière 
doit les Comprendre toutes , et avoir lieu en même temps 
qtle chacune d’elles , condition qu’on remplira en le» 
multipliant entr’elles, et en égalant le produit à zéro, ’ 
puisque ce produit deviendra identiquement nul , quand 
l’un quelconque de ses facteurs s’évanouira : on voit de 
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gnant par as, t&, y, les racines de la proposée , il viendra 

{*_(*_£)•} {*_(*_},)»} (z— (lS-5,)»}— o (D). 
La somme des racines de cette dernière est 


(«-*)• + («—>)• 4- (*->)• = 

a (*' + >“) — a(«eÆ-f- = 25 » — aÇ 4 

celle de leurs quarrés , 

> (*-£)♦ 4 - (*->)* 4 - (£-jO*= 

a ( al -h^ 4 +> 4 )— 4 (= £ 3 ^+‘*.' 3 4 - at 3 >+ :t > 1 +i 5:i >'+^ 3 ) 
4 G(«*/S*^*y +/3y)==3S<-4S 3 s, + 35: ; 

celle de leurs cubes , 


O-*) 6 4 - (*->) 8 + (^->) s = 
a(a s 4 -^ 6 4 “>' ï ) — G 4 " tt ' > 5 ^ 4 " <t 5 '' ,- l _ ^ s J' 4 "^ 3 ' a ) 

4- 1 5 («t*?* 4 -<t*is* 4 -«ty 4 -*y 4 -isy 4 -j 3 ^**) 

— ao(* 3 iS 3 -|-<*y+ l 8 3 > 3 ) = 35 e — G 5 s 5 , 4 - 1 55 4 5 a — 1 o S f 

mais on trouvèra par les Formules du n° 4, 

Sx— o, S. u — 14, S 3= — a 1 , $4=98, S s— — 245, 5 s — 833 ; 

nommant donc f, les sommes rapportées ci-des- 

sus , on aura 


/. = 4 3 > /*- 88a , f 3 — 18GG9 ; 

et comme il existe entre fi,f<,,f3, et les coefficiena 
p, q, r, les mêmes relations qu’entre S„ 5 „ S3, etc. 
«t les coefiiciens P T Q,R, etc. on auta encore par le» 
formules citées plus haut , 


p=— /, = — 43 
T a 

_ — qf—pfa — 


4-441 

■fa . 

"-= — 49 


et par conséquent l’équation (D) deviendra 



j 
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z . 3 — 42 z* 4“ 44 * z 49 — ° > 

comme dâns Ite n° 208 des Élément. 

9 - La théorie de l'élimination , dans les équations à 
deux inconnues, dérire d’une manière bien simple de 
celle des fonctions symétriques, exposée dans les articles 
précédens. 

Soient les «Jeux équations 

**+ Px“-'+ Çx’—* +Rx > "- 3 ...+Tx + Ù=*) ... fO, 
x" +P / x»- i 4- Q’x'-'+R'x 1 '- 3 . ..+Fx.+Z'= o . . . (a); 

le moyen qui s’offre le premier pour chasser x de ce* 
équations, consiste à prendre dans Tune d’elles la valeur 
de x , pour la substituer ensuite dans l’autre. Supposant 
donc que l’ équation ( 1 ) soit résolue, et qu'on en ait tiré 
les diverses valeurs r=t, xazzfi, xn=y , xït /, etc. 
00m me elles appartiennenttoutes à la question proposée , 
elles doivent être substituées indistinctement dans l’équa- 
tion (a), et produiront ainsi autant de résultats délivré» 
de *, que 1 équation ( 1 ) a de racines : on aura sépa-* 
rément , 

+ P ^ 4- Q’ **"*+&' ..■4-y'g. +2'=ç> V 

+P' 0 ”-<+Q r p-'+R' H'- 3 ...+Y'$+Z , -s=.of 

y+p'y-'+Q’y-'+R'y- 3 . . . +yy+z f ^= o>— (3) 

f"+P , 4 —+ (/<."— -ffr S "~ 3 . . .-YY'é +Z'^oi 

etc. .... J 

Aucune de ces 'équations , considérées en particulier , 

Be peut être la résultante cherchée ; mais cette dernière 
doit les Comprendre toutes , et avoir lieu en même temps 
que chacune d’elles , condition qu’on remplira en le* 
multipliant entr’elles, et en égalant le produit à zéro, ' 
puisque ce produit deviendra identiquement nul , quand 
l’un quelconque de ses facteurs s’évanouira : on voit de 
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plus qu’il ne changera point, quelque permutation qu’on 
fasse dans l’ordre des quantités a . , / 3 , y , <f , etc. qui con- 
courent toutes de la même manière à sa formation ; il ne 
renfermera donc que de» fonctions symétriques de ces 
quantités , et pourra par conséquent s’exprimer ration- 
nellement parles coeiliciens de l'équatiou (i). » 

Si les équations (1) et (2) ne renferment que deux 
inconnues x et y, et sont du même degré par rapport 
à l’une que par rapport à l’autre, l’équation finale en y 
ne s’élèvera point au-delà du degré mn. En effet, là 
somme des exposans de x et de y' , ne pouvant surpasser ru 
dans chaque terme de l’équation (1), y ne se trouvera 
qu’au premier degré dans P , au deuxième dans Q, au 

troisième dans /{ au ( m— 1 )*"* dans T, et enlia 

au m' m ‘ dans U. En examinant la composition des équa- 
tions qui donnent S t , S t , S3 , etc. ( 4 ) , on verra que 
S, , ne pourra être que du premier degré en y , S t du m 
deuxième , etc. A l’aide de ces remarques , on concevra 
facilement que l’exposant dey dans une fonction symé- 
trique quelconque a." ($f yi <j r , etc. (G) ne surpassera 
point le nombre n-f-pd-q-j-r-f- etc. qui marque le 
degré de cette fonction : on pourra donc regarder les di- 
verses puissances de a. , yS , y, «T, etc. comme des fonc- 
tions de y du degré marqué par l’exposant dont elles 
sont affectées. Mais dans l’équation (2) , la somme des 
exposans de x et y n’étant jamais plus grande que n, 

1 P 1 sera du premier degré en y, Q' du second, R' da 
troisième. Y' du ( n — 1 )*"' , et enfin Z du n im, \ tous 
les termes des équations ( 3 ) pourront donc aussi être 
regardés comme des fonctions de_y du degré n au plus. 
Maintenant si on fait attention que chaque terme du 
produit des équations ( 3 ) aura pour facteurs un nombre 
m de termes de ces équations, on sera convaincu que y 

ne 
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ne pourra s’y trouver affecté d’un exposant supérieur 
à mn. 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
mens précédens, à cause de grande généralité , feront 

bien de développer le produit des équations ( 3 ) dans 
quelques cas particuliers. 

10. Pour éclaircir ce qui précède, je vais en faire 
l'application aux deux équations 

x'-f-Px-J- Q=o , x*-f-P'x+Q'=o (Elém. 188 ): 

<t et JS étant les racines de la première , on aura , en les 
substituant dans la seconde, 

a * + P'*_|_Ç' = o, |8 i +P'/3 + Q'=^o. 

Le produit de ces deux équations sera 
«'H'+P' Ç' (*+*») +P' Q' {*+£)+ Q*=:o ; 

mais «e* /Srrxae /S ( <* -J — /3 ) = — P Q 

«*+f=P-aÇ A+& ——P. 

A. l’aide de ces valeurs , le résultat ci-dessus devient 

ç >_ 3 q Q' + V* + p* ç' - P'PQ 1 
+ P ' 4 q—pp'q 

ou , comme dans le numéro cité des Elémens , 

(Q-Q'y+XPQ'-P'Q)(P-P')=o. 

Remplaçant les lettres P et P' , Q et (Y par les quan- 
tités qu’elles représentent , on aura l’équation finale eiry. 

1 1 . La théorie des fonctions symétriques trouve aussi 
son application dans les équations à plusieurs inconnues. 
Soient par exemple deux équations contenant les incon- 
nues x et y \ si on désigne les valeurs de x par 

*» 7 , * tc 

2. B 
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celles de y par 

/, J', etc. 

ensorte que et corresponde à a. , P à |3, et ainsi de suite, 
toute fonction de ces qu Aités qui demeure la meme 
lorsqu’on y change un grouppe de valeurs dans un autre 
et réciproquement, comme par exemple a. et <*' en /S et P t 
puis (Set. S' en a et a' , est symétrique et peut s’obtenir 
rationnellement par les coefficiens des équations pro- 
posées : telle est la fonction 

dfet'f + PP? -f yrÿf + Jri'P', 

en ne supposant que quatre valeurs à chacune des in- 
connues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps , pour obtenir 
ces fonctions, un moyen, qui d’ailleurs s’offre presque 
de lui-même : c’était de faire x r y? =t , et d’éliminer 
x, ety entre cette équation et les proposées. La ré- 
sultante en t ayant pour racines les diverses combinai- 
sons 

aTa!? , PP?, yTy'? , etc. 

le coeffifcient de son second terme serait un nombre 
équivalent à 

— ( tÜ’ct'? 4 - PP? 4 - yPy'P' 4- etc. ). 

Ce procédé exigeant qu’avec les équations préposées oa 
en combine une autre où les inconnues x et_y passent le 
premier degré , jette dans les embarras de l'élimination 
entre trois équations à trois inconnues , lorsqu’il s’agit 
d’équations qui n’en contiennent que deux. M. Poisson, 
professeur d’analyse à l’École Polytechnique, a imaginé 
un artifice qui sauve cette difficulté. 

Il fait t = x -f- Af , -A étant un coefficient indéter- 
miné quelconque. Si l’on tire de cette équation la va- 
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leur de x ou dejq celle de x, par exemple, qui est 
t — Ay , pour la substituer dans les deux équations 
proposées, les résultats en t et J' , seront encore du 
même degré; et si on élimine y, l’équation finale en t, 
aura pour racines les diverses valeurs que prend la fonc- 
tion x -f- Ay , lorsqu’on substitue aux inconnues, chaque 
grouppe de leurs valeurs correspondantes, savoir: 

tt-^-Aa', fi-f-A/3', y\-Ay ,l-\-Ay ,etc. 

La somme des puissances semblables de ces racines , 
ou la fonction 

*■’>* v 

(*+A*y+UZ+APy+(y+Ayy H- etc. 

sera exprimée par une fonction rationnelle de» coeffi- 
ciens de l’équation en t, qui ne contiendront que ceux 
des proposées, et la lettre A\ mâisla première de ces 

fonctions se développant ainsi qu’il suit 

» . ' ' ’ . , 

et'~' u' rA-\- x' -2 *'* r(r — 1 ) A 2 -j-etc., 

-f É" + ,. a 

+y+y~* ÿX +/V 

-f etc. * > • 

ne renferme qu’un nombre limité de puissances entière* 
ef Ipositives de A , multipliées par des coefiiciens qui 
sont indépendans de cette lettre , que d’ailleurs rien ne 
détermine; il faut donc que la valeur de 1a même 
fonction puisse se développer aussi dans la forme 
a -f- b A -f- cA 1 -f-etc. 

• ' • • a 

a, b , c, etc. désignant des quantités connues; et qu’on 
ait séparément 

tt r -(-/S r -f-^ r -f-étc.=o * 

f £ ,— -}- y'~'y' -\r etc.)— A 

y r -*y' 2 + etc.)— c, 

etc. 

2 * 
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équations qui feront connaître les fonctions symétriques 
de la forme 

arct'p'+fipfi'p' + e te. 
dans lesquelles p r. 

Si on multiplie la précédente par 
ai *'*' -j- fiifi'i' + etc. 

• le produit * * 

. ' or+ia'r'-'i' ■+-/_(- etc . 

ofo'P’fiifi'i' -i-'pïg'i'&’&P + etc . 

comprendra deux fonctions symétriques , dont la pre- 
mière se déduira de oPo'p' -f- etc. en changeant penp -j-q, . 
et p' en p' -j-q' ; on déterminera donc la seconde x et en 
s’élevant ainsi de proche en proche h comme on l’a indi- 
qué à l’égard des équations à une seule inconnue, dans 
le h® 6, on obtiendra la valeur des fonctions symétrique* 
les plus générales : on peut voir la loi 'de leur forma- 
tion dans les Meditalion.es algebraicæ de Waring , 
(page 225). 

la. Il est facile d’étendre ce qu'on vient de lire, à 
un nombre quelconque d’équations contenant un pareil r 
nombre d’inconnues. 

Pour trois équations en x, y, z, par exemple, on 
prendra 

t=x+Ay~\-Bz, " . 

et substituant à x, la quantité t — Ay — Bz , A et B 
étant des nombres quelconques, on éliminera y et z, 
entre les résultantes, ce qui conduira encore à une 
équation en t , dont les racines seront 

A<r!.-^- Ba." y fi ~f~ Afi' -f- B fi" y etc, 
si on désigne par 

* , etc. 

P. ÿ.J'.e te. ' 

/?;,/, j " de. - . ' 
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Iss valeurs correspondantes des inconnues et i. 

La somme des puissances r de ces racines , que je 
représenterai par S, ( et -f- AA -f- B a." ) , s’exprimant 
d’une manière rationnelle au moyen des coefficien» 
de l’équation en t, si on la développe ainsi que sa 
valeur, suivant les puissances et les produits des lettres 
A et B , qui doivent rester indéterminées , la compa- 
raison des ternies semblables par rapport à ces lèttres , 
donnera les fonctions de la forme 

<* r -f- £' -f- y -f- etc. * 

-f y’-'y -j- etc. 

+ / 3 P&'P'p'P" -f. yPy'P'ÿ'r" -f etO. 

dans lesquelles on a p -f-p' d -p"=r. 

Parla multiplication de celles-ci, on composera 
celles de la forme 

arAr' a ."r"fr l SV/ 3 V' -f etc. 

i 3 . Au moyen de ce qui précède , on parviendrait à 
Téquation d’où dépend une fonction donnée des incon- 
nues x, y , a, en formant dans cette fonction toutes les 
combinaisons possibles des valeurs correspondantes def 
inconnues, comme dans lp n° 7. Mais l’objet principal de 
ces recherches , est d’étendre à l'élimination entre uij 
nombre quelconque d’ équations , le procédé du n” 7 , et 
d’çn conclure la démonstration de la proposition géné- 
rale, énoncée dans le n* 196 des Élémens. 

\ t 

Pour cela, soient 4 équations complètes, de degré* 
quelconques, renfermant les inconnues x , j , s et u : si 
entre les 3 premières on élimine alternat! veulent _y et z, 
.rets, x et v, on auratrqis résultats ea 

or et u, ^etu, zetu. 



as 


COMPLÉMENT 
Ces dernières équations seront en général toutes trois du 
meme degré, puisque les équations proposées .étant 
complètes, chacune des inconnues y entre de la meme 
manière que les autres; désignant donc par n le degré 
des nouvelles équations, et concevant qu’elles soient 
résolues, on tirera de la première , pour x, n valeurs 
*, & ,y, J', etc. 

de la seconde , poury, n valeurs correspondantes 
*, & ,ÿ , y, etc. 

de la troi^me , pour z , n valeurs correspondante* 

>*,r,e te. 

En substituant ces valeurs dans la quatrième équation 
proposée, que je représente par 

(x,y,z,u) m = o, 

m étantl’expoSant de son degré , onformerales équations 
particulières 

(*, x " , u) m = o, 

(£, 0 ,P, u) m =o, 

C >>ÿ>ÿ r >u) m — o, 
etc. 

dont le nombre sera n , et auxquelles doivent satisfaire 
les diverses valeurs de u ; on conclura de là , comme dans 
le n° 12, que l’équation finale’en u résulte du produit 
(*» * , u) m ( 0 , £', 5 ", u) m (y, y', y", u) m etc. =o, 
comprenant n facteurs. 

Il ne renferme que des fonctions symétriques des 
valeurs des inconnues x, v, z, puisqu’en y changeant 
un grouppe quelconque de ces valeurs darfs tout autre , 
on ne fait que changer l’ordre des facteurs. On peut 
donc exprimer ce produit d’une manière rationnelle 
au moyen des coelHciens des trois premières- équationg 
proposées. 
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On remarquera d’abord que chacun de ces facteurs a 
pour premier terme a", et que par conséquent le pre- 
mier terme du produit sera u mn . Dans tous les autres 
termes , l’ejçosant deu ne peut pas non plus s elever au- 
delà de mn ; car la somme des exposans des lettres x, y, 
z et u, dansl’équation (x,y,z, u) m — o, ne pouvant passer 
le degré m, celle des exposans des lettres*, * , etc. 
j8, fi' etc. y, y, etc. et u, ne pourra surpasser mn 
dans le produit, et l’expression des fonctions symé- 
triques qui composent les difFérens termes, ne peut 
s’élever au de-là de leur degré. En effet, l’équation en t 
du n° précédent ne peut monter plus haut que le degré 
le plus élevé des équations entre l’une quelconque de» 
Jettresx, y, z. et la lettre u\ et si on la représente par 

I 

r-if-p™- '-f-Qi*- « + u—o, 

u ne passsèra point le premier degré dans P x 

Je second dans Q, 
»*•*♦•«•••••••• , 

le n ime dans U ; 

les fonctions de la forme S r («t4-v^* , + £*") ne com- 
prendront par conséquent aucun terme où l’exposant 
de u surpasse r, puisque leur expression sera celle de 
la fonction S, dans le n° 4- Il suit de-là que toute fonîî* 
tion de la forme 

** -f- früYP'P" + etc. 

, ■ .. . i 

ne pourra s’élever au -delà du degré p -f- p + p", et 
que dans toutes les autres fonctions sj’métriques dé- 
duites de .la multiplication de ces dernières-, l’ex- 
posant; de la lettre ne passera pas celui qiii marque 
leur degré , ainsi qu’on l’a affirmé plus haut .. h ; 

Il n’y aura donc enfin dans le produit ’ 

4 
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u) m (&,&,&“, u) m u) m et»; 

Aucun terme où la lettre u passe le degré mn. 

Ces raisonnemens peuvent être facilement modifiés 
pour |un nombre quelconque d’équations ? et comme 
on a déjà vu que pour deux équations à deux incon- 
nues, l'une du degré m, l’autre du degré n, l’équation 
finale ne monte pas au de là du degré mn-, il résulte donc 
de ce qu’on vient de prouver, que pour trois équations 
a trois inconnues, dont les degrés respectifs seraient 
m , n, p , l’équation finale ne passerait pas le degré 
mn X p , et ainsi de proche en proche •, donc enfin : le 
âigrc 'de V /équation finale , résultante de l’élimination 
'entre un nombre quelconque d'équations complètes , 
rerrjcrnyint un pareil nombre d’inconnues et de degrés 
quelconques , est égal au produit des exposons qui 
marquent le degré de ces équations. 

A f égard des équations particulières qui n’ont pas 
tous Tes termes compris dans les équations complètes, 
il pourrait seulement manquer aussi quelque terme 
dans l’équation finalé , qui par là se trouverait abaissée , 
Ce qui ne change rièn à l’énôncé du théorème. 

De la Résolution générale des équations. 

14 . On a vu ( Elétn. i83, note ) que là recherche 
immédiate des racines d'une équation par leurs rela- 
tionsavecses coefficiens, fait touj ours retomber snr la pro- 
posée ; mais il n’en serait pas de même si l’on cherchait 
d’autres fonctions dés ratifies , et si l’on pouvait trouver 
de ces fonctions qui dépendissent d’équations d’un degré 
mwns élevé que la proposée : il en résulterait un moyen 
de résoudre celle-ci , comme ôrt Va le voir pout les a' , 
3‘ , et 4' degrés;: 

Soit d’abord l'éqijation du sécond degré. 
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X* +px+ q = o- 

que a et b représentent ses deux racines : on aura 

a b = — p, a b = q ( Élém. i83 ). 

En cherchant à déterminer a et ipar cesdeux équations, 
on trouverait en a ou en b une équation semblable à la 
proposée ; niais si , 'par quelque moyen que ce fut, on 
parvenait à obtenir , entre les racines a et b et les coefïï- 
ciens p et q , une seconde équation du premier degré, 
on aurait sans peine la valeur des racines. Il faut 
donc que la fonction des racines qui composera cette 
équation soit de la forme la-j-m b; en sorte qu’on ait 
la-f-mb=z , l, m et z étant des quantités indétermintes. 

Cette fonction , la- f- m b, est susceptible de deux 
combinaisons différentes , en y changeant a en b, et ré- 
ciproquement; car on forme par ce moyen les deux com- 
binaisons la-j-mbetlb-^-ma. Il suit de là et de ce 
que l’on a vu n° 7 , que la fonction / a •+• m b ou z 
dépend d’une équation du second degré , excepté dans 
le cas où m = /, car alors elle devient l ( a -f- b ) , 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessaire- 
ment d'une équation du second degré, il faut , en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées m 
et n , faire ensortc que cette équation soit seulement à 
deux termes, afin qu’elle jhiisse se résoudre par une 
simple extraction de racine. Or, dans une équation du 
second degré à deux tenues, et qui ne contient par con- 
séquent que le quarré de l’inconnue, les deux racines 
sont nécessairement égales et de signes contraires ; il 
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faift donc qu’entre les quantités /a-j-7nZ>et/ù-f-me, 
qui sont les racines de celle qu’on cherche , on ait la 
relation . ' 

— l b — ma , 

d’où l’on tire 

J ( e*f- £ ) = — m (a -f- b ), 
et en divisant tout par a-f i, 

1= — m. 

Cette condition étant la seule à laquelle il faille satis* . 
faire pour remplir l’objet proposé , je prendrai , pour 
plus de simplicité , l — — m — I ; la fonction cher 
chée sera donc a — b ,et , suivant ce qu’on a vu dans le 
numéro cité , elle dépendra de l’équation suivante : 

{z— (a— i)} {z— (è — a) } *=o, 

•u , en développant, 

i , 

z* — a* — b* -f- a ab = o : 

or, on a 

à 1 i 1 — a a b = (a -f- by — 4 a b ~ p* — 4 
substituant dans l’équation précédente , il vient 
z* = p*— 4ç, 

d'où l’on tire 

z = ± : v/ p*—4<r • 

Mettant pour z sa valeur a — b , et combinant cette 
équation avec celle-ci : 

o-f-b— — p, 


I 
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on en tirera , pour a et b , les valeurs suivantes : 

c — — P + P*— 4 ? b _ p y/ p a 4 ? 

2 ’ 2 * 

qui sont les mêmes que celles que donne la méthode 
ordinaire. 

i 5 . Avant d’aller plus loin, il sera utile de faire 
connaître quelques propriétés des racines de l’équation 
y n — 1=0, qu’on a considérée dans les Eldmens , 
n° i 5 g. 

Soit pour exemple, le cas particulier y 5 — 1=0, dont 
les cinq racines seront désignées par 1 , *, y et <T. 
Eu le comparant à l’équation 

^ S+Pj*+Qf+xy+Sy + r=o, 

on trouvera 

P=o, Q— o. R— o, S—o, T — — 1; 

pt d’après ces valeurs , les formules du'n° 4 donneront 

5 j^=l-f“ c t -f" $ *-f* y “f“ ^=0 

5 ,— +y+J'z= o 
S3 = 1 -J- a? -f- Æ 3 -f- y 3 -f- S 3 — o 
t -f- -f” y “f - ^ ^ ^ d 
5 5 = 1 -f a 5 -f- p + j, 5 + J 5 = 5 

. En poursuivant , on trouverait 
5 5 1 — o , S - — o. 5 g — o, 5 g — o , S — 5 , 5 ,i — o , 
et ainsi de suite. 

Posant ensuite y = ^, l’équation^ 5 —]! = ose change 
en i — i =: 0, ou a 5 — 1 = o, etles racines de cette 
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dernière »ont i , 4 , - , 7; ces expressions ont par 

et (6 y à 

conséquent les mêmes propriétés que 1 , «t , £, y et <f , 
puisqu’elles appartiennent à une équation entièrement 
semblable à y 5 — r = o ; on a donc encore 

.1 , 1 ,1 .1 
1 + ï + g + ÿ + 7 =° 




1 

& 


1 

y* 


1 


etc. 


Il est facile de voir que les racines de toutes les équa- 
tions de la forme _y" — 1 =0 jouissent de propriétés 
analogues à celles qu'on vient d’exposer pour l’équation 
y 5 — 1=0, et qui se prouveraient de la même m™ 
nière : ainsi , 1 , et, /S, y, <f, e, etc. étant les racines 
de l’éq«iation y— 1 = o, on aura 

S„= 1 + 4" + H” + y» + J* + s » + etc. =0. 

si m n’est point un multiple de n ; et la même quantité 
deviendra égale à n , lorsque m sera un multiple de n. 
La quantité inverse 





-f- etc. 


aura les mêmes valeurs dans les mêmes circonstances. 


Enfin les racines et, jS, y, /, e, etc. peuvent toutes 
se déduire de l’une quelconque d’entr’elles ; et voici 
comment : et, par exemple, étant une racine de^*— 1=0, 
on doit avoir 


cl” — 1 = 0, OU et* = 1 ; 


en élevant successivement cette équation à la deuxième , 
à la troisième, à la quatrième puissance, il viendra 


% 
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« , " = 1 , * 3n = 1 , Æ 4 “ = 1 , et 5 ” = 1 , etc. 

* 

équations qui équivalent aux suivantes : 

(a 4 )* — i=o, (a. 3 )" — i=o, (a*)* — i=o,(<* 5 )* — 1 =o,etc. 

d’où l’on voit que a. étant une des racines de l’équation 
y K — i = o, autres que l’unité , <t», a. 3 ,'tt+, <t s , etc. seront 
aussi des racines de la même équation. 

Il ne faut pas croire, d’après ce qui vient d’être dit, 
que le nombre des racines de l’équation y* — i=csoit 
indéfini ; on trouverait bien , à la vérité , que 


etc. 


satisfont à cette équation ; mais 


-B+l- 


*= et*. «* = **, etc. 


Lors donc que dans les élévations indiquées plus haut, 
on aura passé la puissance n, les mêmes résultats revien- 
dront, et dans le même ordre qu’auparaviu 



Il suit de là qu’en prenant pour <t l’une qnPImiquede» 
racines de y " — \ ,= o, autres que l’unité, les racines 
de cette équation seront 


l, r «. 


et puisque 


* . 

y.-: :j y" i . ; . 

' n! ' i. 

et" 1 


et n i et* 1 — 

1 fi **~~ a -J— . , utr • fil i I 

A et ci dt » «f ‘ 

. . i tJ lil ■ -v* ' f! t *;-•.» ♦ 

on en conclura que ^n-t ’ sont > dan* 

un ordre inverse du premier , les expressions des n — i 
racines différentes de l’unité. - -l 


Digitized by Google 


Jo COMPLÉMENT 

Enfin , en mettant ces valeurs dans celles de Sm et de 
son inverse rapportées ci-dessus, on aura 

1 -f «*■" 4. a?™ 4. *(»-*> = o ou =n 




. _L i 1 

* -3m .... T- — ( n — 0 m 


: O OU 


■n, 


St°"‘ • 

J 

■elon que m ne sera pas ou sera un multiple de n. 

16. Pour appliquer avec plus de simplicité la mé- 
thode du numéro 14 à l’équation générale du troisième 
degré , on la suppose privée de son second terme , ce 
qui lui donne la forme suivante : 

x 3 +px + q = o ; 

et par des raisonnemens analogues à ceux du n 9 14, 
on cherche à priori une fonction des racines qui ne dé- 
pende que d’une équation du second degré, et qui les 
détermine facilement. La forme la plus simple que l’on 
puisse donner à cette fonction, est /a-f- mb -f- ne; 
en y changeant entr 'elles les racines a, b, c, elle offre 
six cpiubiiiaisons différentes; savoir : 



l<f^mb-\-nc, la + tnc-\-nb, 

U+ma-f ne, lb + me na, 

le + m a nb , le + mb+na; 


ainsi l’équation dont elle dépend est du sixième degré. 
Pour faire usage de cette équation , il faut qu’elle 
soit résoluble à la manière de celles du second , et qu’elle 
ait par conséquentJa forme z s 4 - -f- B ss o. Dans 

cette hypothèse , on en déduira 



et faisant pour abréger , 
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les trois racines cubiques de l’unité étant i , a, «t a (i 5), 
les six valeurs de z seront 


z , az' , a?z , z", az", cpz* . 

Si maintenant on prend deux des valeurs de la fonc- 
tion la-+-mb -\-nc , pour les quantités z! et z" , qu’oa 
suppose par exemple, 

la mb ne — z' , / i -f- 7» a -f- n c = s", 

on assujettira les quatre autres aux mêmes relations des 
diverses valeurs de z , en posant les équations 

le -f- ma -f- nb = * (/a -f- mb -f- ne) , 
le 4- mb -f- na = «t (/i -f- ma -f- ne), 
lb-{-mc-\-na = a* (/a -J- mb -f- ne) , 
la -j- me -j- n b = eû{lb -{- ma -f- ne), 

qui se forment en comparant deux combinaisons dans 
lesquelles aubuue des lettres a, b, c, n’a le même 
coefficient, et d’où l’on tire, en transposant, 

(/ — etn — a. I) a -f- (n — a ni) b~o , 

(/ — an — a l)b-\-(n — a m) a — o, 

(Z — (m — <t”n)c-f- (n — <*“ l ) a = o, 

( / — u*m ) o -f- (m — a‘n ) c-f- (n — <*“ / ) i = o. 

Comme ces équations doivent se vérifier indépendam- 
ment des valeurs particulières de o, A, c, on égalera 
séparément à zéro les coefficiens de ces diverses quanti- 
tés, ce qui donnera entre les inconnues l, m, n, les 
équations suivante» : 


#■ 
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l — a. n— o, m — <t l=o, n — « m= 0 , 

l — o, m — n—o , n — <t* / = o. 

Si l’on détermine l,m, n, au moyen des trois pre- 
mières , on trouvera 

l~<t n, m = tt % n, n—n 3 n, 

et si Von se rappelle que a 3 = i , on verra que ces valeurs 
de L et de n» satisfont aux trois équations de la seconde 
ligne ; ensorte que le coefficient n reste indéterminé. 

En le supposant pour plus de simplicité, égal à 1 , on 
aura les valeurs 

1—cl, m=a % , n~ 1 ; 

c’est-à-dire que les coefficiens l, m, n, seront les racines 
cubiques de l’unité : les valeurs de z et de a" seront par 
conséquent 

z'z=<ta -f- £t * b -f-c, 

et représentant par z la fonction l a-\- mb n c , dont 
le cube ne doit avoir que les deux valeurs a' 3 et a"* , il 
viendra ( 7 ) 

{ a 3 — (sw-M'A-f-c) 3 } { * 3 — (Va+aà-f-c) 3 }=o. 

Ce produit est facile à exprimer , au moyen des coeffi- 
ciens de l’équation x 3 -f-px-f-q=o; car après en avoir 
chassé la quantité at, à l’aide des relations rapportées 
dans le numéro 1 5 , il ne contiendra plus que des fonc- 
tions symétriques des racines a, b, c. En ne développant 
pas d’abord les seconds termes de chaque facteur, on 
trouve 

x 6 — (am-f-<t , ‘i-f-c) 3 )a 3 -}-(<ta-f-<t*i-f-c) 3 (a ! ‘a-f-*i'-j-c) 3 ==o ; 

— (<t*a+*£4-c) 3 J 
mais 

• ^ développant 




« 
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développant le produit; * a i c) (z’a-j-ttb 

avec l’attention de substituer i au lieu de a?,-~ i au 
lieu de st-)-* a et de ( i5 ) , il viendra 

flS + £ a + c* — — ai — b c, 
quantité équivalente à 


?-\-b*+c*-\-nab+’iac-\-ibc) . , ", ’ 

— 3cé— 3ac— 36cS“ (a+6+c)-5(a6+ac + ic > 




puisque l’éqqation proposée étant sans second terme , 
qn doit avoir ^ - * '■ e 

a-f-i-f-c-= o : 

et de là on tire 


( a a -f- a* b -f- c ) 3 ( a? à -f-« b -f- c) 3 = — 27 p*. 

Faisant ensuite le cube de * a -f- <t* b -f- c, ainsi que 
celui de a 1 a-)-* i + c, prenant la somme des résultats, 
et mettant 1 pour a’ et pour « 6 , — 1 pour a -f. et? , 
et a* -f- « s ( 1 5) , il viendfà 

aa^-f-ab 3 -j-»c 3 -^- 1a a b c 
—3 a 3 c — 3 ac* — 3 a 1 Z» — 3 ai* — 3 i*c — 3i c* 

expression qui , ne renfermant que des fonctions symé- 
triques, peut être déterminée par les formules du n° S. 
Avec un peu d’attention , on voit aussi qu’elle est.équi- 
valente à 



a( a-f- i-f-c) s — 9£ac(a-f-i-f-c)— -aie] 
— q["ai(a-f-i-f-c) — a b c J 

~-9[bc(a + b + c) — abc2 

— — a 7<7- 

On a donc enfin 

1 . i 

; -+- 37 Ç — »7 p s = o , 


équation dont les racines désignées ci-dessus par z' et 
V, sont • *' 

C 


f 
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5 /— 4 ?+V^rîP*+iî*. —s?— V-ùP'-rW- 

Mai* le* équation* 

z/z=Aa + *'b+c, l'st'fl + ïi + ti 
jointes à l’équation a + b 4* c = ° » résultante de 1 éva- 
nouissement du second terme de la proposée , et au 
moyen des réductions indiquées numéro i5, donnent 


-j- Z* b * *■' ~f~ ** z “ 


tt'z' et z* 

a= , 


et si on met pourles quantités *> *\ l eura valeur», 

i 


«n trouvera 


e =s y'' / r 7 p 3 -H</* 

fc = - — + ^ 


e= 


- 1±^=- 3 ^ VWTÏ? 
- i±^=- 3 


i— v/ — 3 


^ — ï<7 — Vf, p 3 + ï 9* 


De ces trois racines , la première seule paraît réelle ; les 
deux autres sont sous une forme imaginaire. 

Je retiendrai dans la suite sur ces formules, pour 
faire connaître les diverses circonstances que présente 
la résolution des équations du troisième degré ; pour le 
moment , je me bornerai à observer que les quan- 
tités x! et z“ ayant chacune trois valeurs, puisqu’elle» 
désignent des racines cubiques , il pourrait résulter de 
J’emploi successif de ces valeurs trois systèmes de racine» 
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m , b, c; mais celui que j'ai rapporté plu* haut est le 
•eul qui satisfasse à l’équation 

aA -f-p 9 = 0. 

Les deux autres offriraient respectivement les racines dee 
équations x 3 *+- q — o, x?-i-*.*px- (-q=o, 

liées à la proposée , de manière à fermer avec elle, parla 
multiplication, une équation rationnelle du neuvième 
degré , et qui conduiraient également à l’équation en 2 , 
obtenue ci-dessus, parce que cette dernière ne contient 
que le cube de p , qui est aussi celui de « p et de a.*p. 

Pour distinguer le système des racines qu'il faut em» 

ployer, il suffit d'essayer s’il rend la fonction 

a b-\- ac-f-6 c égale au coefficient dexdansl'équatioa 
proposée : or les valeurs trouvées ci-dessus donnent 
a6-f-ac-(-6c = — j *' ** , 
et on a d’ailleurs 

2 ' 2 '=— 3 p. 

17. Je passe au quatrième degré en désignant par a, b, 
«, d t les racines de l’équation sans second terme 
ar* -f-/> x* -f- 9 x -}- r = 0 , 

On cherche encore à trouver une fonction de ces racine* 
qui soit de la forme ka-\-lb-\-mc+nd , et qui dépend» 
d’une équation moinsélevée ou moins difficile à résoudre 
que la proposée. Dans une telle fonction , les lettres 
a, b, e, d, peuvent être combinées de vingt-quatre ma* 
nières différentes , et par conséquent elle doit dépendre 
d’une équation du vingt-quatrième degré; maison peut, 
en établissant des relations entre les coefficiens indéter- 
minés k, réduire le nombre des combinaisons. 

En supposant d’abord k ~l, il ne reste plus que douze 
cbangemens possibles dans la distribution des lettres 
«1 , 4 , c , d , et ces changemens se réduiront à six , si oa 
ait m=>n : la fonction ci-dessus deviendra alors 
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t(a + b)+m(c + d), . 

susceptible de cinq autres changemens, 

/ ( û c ) -f" -f- S?) 

f (a -j- d) -f- m ( b -f-c ) 

/(b + c)+m(a + d) 
l (b -f* ) -f- m (a -f* c ) 

/(c4*«f) + m ( a + i)» 

On ne peut plus diminuer le nombre de ces combinai* 
sons sans les rendre toute* identiques; mais en posant 
/ == — m, on aura les six quantités 

l(a-)-b — c — d), l{c-\-d — a — 5) 

/(a-f-c — b — d ), /(t-f-d — a — cj 

l(a+d — b — c), l(b-f-c—a — d) 

, , . • • •/ ' '• 

Les deux qui sont sur une même ligne ne diffèrent 
que par le signe, ensorte que- l’équation du sixième 
degré, dont elles dépendent, doit avoir trois racines 
positives, et autant de négatives respectivement égales 
à chacune des premières. Cette équation sera donc de 
la forme 

a® 4- -Ail -f- Æz* -f C—o, ( El cm. ao8 j, 

et réductihle au troisième degré, en prenant pour l’in- 
connu. Mais si , au lieu des quantités 

l(a-\-b — c — d),etc. 

on prend leurs quarrés, on n’aura que trois fonction» 
differentes, puisque 

l*(a~f-b — c — d)*T=/*(c4-<f— •«— -6)*, 

et ainsi des autres; et faisant l = t dans ces dernières 
fonctions, l'équation qui doit les donner sera le produit 
des trois facteurs. 

i. 
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** •—( a -f- A — c — dy 
z — (a-j-c — b — dy 
z — (a-f-d— b — c)*. 

Or . . ' . _ 

(a-f-A — c — d)* = 

a'-f-b’-f-^-j-tP-f-aab — a ac — a ad — aèc — aAd-f-rcd a 
(a-t-A + c + d) 8 — 4ac — 4ad — 4 ^ c — 

- et connue l’équation proposée manqualde second terme, 
•on a 

e-f-b-f-c+d—o, 

d’où 

(a-f-b-—c—dys=—4a c —4 a d — 4^ c “"4^; 

tnais puisque , d’après la composition des équations , 

p ~ ab ac ad ~f- bc ~f~ bd -f- cd, 

■ en résultera *> 

— - 4ac— ^4 a ^“4^ c— 4bd=s-*-4p +4 a ^+4 c< ^ : 

donc enfin 

(a-f b — c — dy,=s — 4p-t~4 a ^-f~4 c d- > 
On trouvera de même »’ 

( a -f- c — b — dy-=z — 4p + 4ac-+-4bd 

( a + d — b — c )*= — 4p+4ad-i-4bc. 

Pour plus de simplicité , on prend l’inconnue z égale 

au ^ des fonctions (a-f-c — b — dy, etc. l’équation en 

2 devient alors le produit de trois facteurs 
. 

* + p — {ab-\-cd) 
z+P— (ac + bd) 
z-f-p — ( ad-\-bc ). 

Il ne s’agit plus maintenant que de développer ce pro- 
duit, et d’exprimer en p, q et r les fonctions symétrique* 
de c, b ^ c et d qui s’y trouvent contenues, 

3 


r 
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Pour effectuer le calcul avecplus de facilité , on posera 
a -f -p = u, 

ce qui donnera le» trois facteurs 

u— (ab-j-cd), u_(ac-f-W),\tt>— (od+6c). 

Le coefficient du second terme de l’équation en u sera 
égal à 

— (ab-j-ac-f-ad+bc-f-bd-t-cd), 

ou , ce qui est la même chose , à — p ; celui du troisième 
sera 

tdb c a'b d -f- o*c d 
•4- a b % c -f- a b*d -J- 1 b*c d 
-j- a b c*+ a d'd + b dd 
-f- o b d 1 - f- a c <f a -f* bcd* 

Cette fonction est symétrique , car elle ne change point, 
quelque permutation qu’on fasse entre les quantité* 
a, b, c, d, et elle n’est qu’un cas particulier de la fonc- 
tion a" br d+ etc. dont l’expression est 

S m SpS i S a +. f S i Sm+qSp S p+ 1 S M 4- 3 Sn+p+Jt OD* 

Pour en avoir la valeur , on fait n = a , p = 1 , <7= i , 
dans la formule ci-dessuS, dont on ne prend que la 
jpoitié, à cause que p = q ; il vient 

— a s 3 s t -s:+ aS A ): 

cherchant ensuite les valeurs de S,, S», S 3 , S it et: 
observant que le second terme manque dans l'équation- 
proposée , on trouve — 4 r P our résultat. 

On arrive immédiatement à ce résultat , en remar-,. 
quant que la fonction a'ic + etc. est équivalente à 
a(_abc + abd+acd+bcd) — abcd\ 

•4-fi {ab c-\- abd+acd-{-bcd) — -abcdf 
-J- c{abc-\-abd+acd-{-bcd ) —abcdf 
■+’d ( abc-t-abd+acd-b-bcd^—abcdj 

{a-f-è-f-c-f-d) (aic+cid-f-acd-f-icd) — * ^abcd t 
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et se réduit par conséquent à — ^(ibcd, puisque 
a+b + c + d=zo. 

Le dernier terme de l’équation en u étant égal 4 
— (ai + crf)(ac+id)(ad-{-5c), 

• pour développement 

j a 3 bcd -f- ahPcd<-\-ab(?d-yabcdP t 

La valeur de la première ligne se déduirait de l' expres- 
sion générale des fonctions de la forme a"i*c*d r 4- etc. 
en y faisant n—Z,pr=zq~r— 1 \ mais on voit bien 
aisément quelle n’est autre chose que 

ahcd(a*-f- £*-|-c*-}-d*) = r«S»=:— -zpr. 

La seconde ligne aura pour expression , d’après ce qui 
précède, 

|(5, 3 — 3S45, + a^*)=r— upr-f q*j 

réunissant ces deux parties, et changeant leurs signes, 
ou trouvera 4 • 4 P r “~ 9* pour dernier terme de l'é- 
quation cherchée, qui sera par conséquent 

u*-—pu l -—4ru + 4pr — q* = o: 
mettant z + p au lieu de u, il viendra 

s 3 + »P*‘+ (P*~4 r > z — <?* = o. 

Soient maintenant z 1 *, z", z® les trois racines de cette 
équation , on aura 

o- — d)*— fy! 

(a-f-c — b — d)*=4z* 

b— 

Les trois dernières équations traitées conjointement avea 
l’équation qui résulte de l'évanouisse- 

4 


Î a-f-5 — c — d=±3 
a+c — b — <t=±. a y z" 
a-f-d — b — c=±.u l/zf 
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ment du second ferme, donnent, en prenant les signe» 

supérieurs des i adicaux , 

«=H+ V2+V2+ Vf) 

b*={(+v?-V2_-v*n 

c=i(-l/s'+f/£-l/£) 

d=H- v^-^*' + VO 

et en prenant les signes inferieurs, 

a=H- V?r~y?—lÆ) 

s=i(— v* + V*“+ V*) 
c =i(+ v*_— v*+ V<n 
d=\(+ Vz' + vZ u —Vn 

Les premières valeurs sont relatives au cas où le produit 
\/ z' . \/ z“ . {/ a* doit être positif, et les secondes 
appartiennent au cas où la même quantité est négative. 
Cette espèce d’ambiguité tient à ce qu’on n’a pas déter- 
miné immédiatement les fonctions a~\~b —c — d, etc. 
mais le quarré, qui reste le meme, quoique chacune 
d’elles soit positive ou négative, et quelque signe qu’ait 
le coefficient q , puisque l'équation en a ne contient que 
le quarré de ce coefficient. Il suit de là que les racines 
trouvées doivent également satisfaire au cas où q est 
négatif comme à celui où il est positif ; ensorte que ces 
huit valeurs réunies sont les racines de l’équation résul- 
tante du produit des deux suivantes : 

x* + px* + qx + r = o, x*+px? — qx-f*r= o t 
qui ne diffèrent que par le signe de q. 

Celui des deux systèmes de valeurs qui répond à la 
première équation , doit Jonc donner la somme des pro- 
duits des racines prises trois à trois avec un signe cour 
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traire , égale à une quantité positive , et l’autre doit 
conduire , dans la meme circonstance , à un résultat 
négatif. 

Or, si on effectue ce calcul, on verra que le second 
système remplit là première condition, et quelepremier 

satisfait à la seconde , car l'un donne pour ce produit 

« * 

-f- y/7 . \Zz". y"?, 

et l'autre 

" ■ 1 — yi . y?, y?. 

On peut encore parvenir à la même conclusion en 
Multipliant entr’ elles les trois équations 
• a>. . , , • . . 

ii * c-f-6 — c — d = u y z? 

a -j- c — & — d — 2 y 
a -f- d — b — cr=a y z" \ 

car en réduisant les fonctions symétriques qui se trouvent 
dans le premier membre du résultat, il vient 

, - q =y7 . y?. yi s , 

ce qui fait voir que les signes des radicaux doivent être 
tels que leur produit soit d’un signe contraire à celui 
de q , et que par conséquent le second système répond 
au cas où q est positif, et le premier à celui où il est 
négatif. - 

18. La forme des fonctions employées ci-dessus à ré- 
soudre les équations des deuxième, troisième et qua- 
triètne degrés, n’est pas la seule qui puisse convenir à cet 
objet. Lagrange , qui a présenté le premier la théorie 
de la résolution générale des équations , sous le point rte 
vue d’après lequel je yiensde l'exposer (Mém.del’Accui 
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des Sciantes de Berlin , années î 770 et 1771), * tnoirtr# 
comment on pouvait trouver les fonctions propres à 
donner l’expression des racines d’une équation propo- 
sée, et déterminer le degré des équations dont ce» fonc- 
tions dépendent ; mais on n’a pu jusqu'à présent en for- 
mer pour le cinquième degré qui dépendissent d’un 
degré moins élevé. Dans les Mémoires que j’ai cités, 
Lagrange ne s’est pas borné à présenter une nou- 
v velle manière de résoudre les équations ; il y examina 
aussi les méthodes proposées par les analystes qui l’ont 
précédé dans cette carrière. Ne pouvant développer 
dans un ouvrage de la nature de celui-ci, tous lea 
détails d’un sujet aussi important, j’ai suivi, pour es 
donner une idée , la marche tracée par Laplace dans 
le Journal des séances de l’Ecole normale ( Leçons, 

T. II, pag. 3 oa , première édition. ) 

» 

Observations sur les expressions desracines des équation s 
du troisième et du quatrième degré. 

19. Lorsque l’équation du troisième degré est de la 
forme x 3 -J -px -f -q = o , c’est-à-dire , que le coefficient 
p est positif, des trois racines qu'elle comporte, deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (16) ; mais si p 
est négatif , ou qu’on ait 

x 3 — -px -j- q — o, 

le radical quarré <1°* entre dans l'expres- 
sion des trois racines, se changeant en — p p 3 + *</“> 

devient imaginaire si —p 3 surpasse \ q *. Toutes les ra- 
cines sont alors affectées d’imaginaires , et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu (£/m. ai 3 ) 
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«(ne toute équation de degré impair avait nécessairement 
une racine réelle ; il y a donc pour le cas qui m’oc- 
cupe une contradiction au moins apparente , et qu'il 
faut lever. # 

Cette contradiction tient à ce que l’on aurait tort de 
prononcer qu’une expression composée , renfermant des 
imaginaires, est imaginaire, à moins qu’on n’ait prouvé 
qu’elle les conserve lorsqu’elle est développée. Lai 
formule 

» ^ — » 

x=V—iq+ VÇq % —hP > + V •—ki—V'W—t.pi 

\ 

peut s'écrire ainsi : 

3 - - » . 

x = a-\~ b Ÿ — i ~j- y a—bÿ' — 1, 

ai l’on fait , pour abréger, 

— ï <7 — = 

ets’il arrivait que les quantités a-f-b \/ — î et a — b \/ — * 
fussent des cubes parfaits de la forme 

{A + B V^T)’ et ( A — B /^T) 5 , 

A et B étant des quantités réelles, on aurait alors 

• x — A-\- B ÿ — i -h A — B \/ — i==a A, 

valeur réelle. 

V. • .* 

Si l’on avait, par exemple, 

V a 4- 11 V / — i +V r a — h y' — i m , 

♦ 

on s’assurerait , par l'élévation au cube , que 
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5 ______ 

l/~ a +- 1 1 y — 1=2 + {/— I , 

3 

2 — ii y — i — / — i, 

et on trouverait 4 pour la somme des deux radicaux.' 

Les premiers analystes qui s’occupèrent de la résolu- 
tion des équations des degrés supérieurs, après avoir 
remarqué l’espèce de paradoxe développé ci-dessus, par- 
vinrent en effet à tirer de l’expression meme de la pre- 
mière racine un résultat délivré des imaginaires, lorsque 
les quantités comprises sous hes radicaux cubiques étaient 
des cubes parfaits. 

ao. u C’est de cette manière, dit Lagrange (*), que 
« Bombelli s’est convaincu de la réalité de l’expression 
« imaginaire de la formule du cas irréductible ( c’est le 
n nom qu’on donne à celui que j’examine ); mais cette 
«extraction n’étant possible en général que par les 
«séries, l’on ne peut parvenir de cette manière à une 
« démonstration générale et directe de la proposition 
« dont il .s’agit. . 

« Il n’en est pas de même des radicaux quarrés et de 
« tous ceux dont l'exposant est une puissance de a. En 
» effet, si on a la quantité. > • . . 

» Y a +• A y — i •+■ y^ a — b y' — i , 

« composée de deux radicaux imaginaires, son quarrtv 
« sera 

3a+3 y^a 1 +■ &* , 


(*) Séances <U-s Ecoles normales , (Leçons, T. III , page 
première édition.) ^ 
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n quantité nécessairement positive : donc , en extrayant 
nia racine quarrée, on aura 

V~ a a -f- a y a % -f- b % 

r> pour lâ valeur réelle de la quantité proposée. Mais si , 
n au lieu de la somme , on avait la différence des mêmes 
n radicaux , alors son quarré serait a a — a \/ à‘ -f- 
« quantité nécessairement négative; et tirant la racine, 
non aurait l'expression imaginaire simple 

2 a — 2 y a % -f- b‘ 

» Si on avait la quantité 

> s 

V a-f-i t^— î -f- y~ a — b y — i , 

t on l’éleverait d’abord au quarré, ce qui donnerait 

V~ a + by — î -f- l/" a — èV / --i + 2V / û i ‘ + ^=3 

* ■ — . ■ 4 

V aa + a y a* + b* + 2 \/a % + b\ 

v quantité réelle et positive ; on aura donc aussi , en 
n extrayant la racine quarrée, une valeur réelle de la 
r> quantité proposée, et ainsi de suite. Mais si on voulait 
n appliquer cette méthode aux radicaux cubiques , on 
r> retomberait dans une équation du troisième degré , 
n dans le cas irréductible. . - , 

n Soit en effet 

J _ i . 

y a + b y — i -f- y~ a — b y — i — x; 

v en élevant d’abord au cube , on aura 

i 

!ia-{-5y a-{- by — 1 + ^ a — by — i)=àr , t 
n savoir: . ^ ^ . « 


s» cru bien 


eôMPLéMËtrt 

3 . 

èa + 3 x {/ u* -f- b* sa x*. 


*£3 


x 3 — - 3x V^° a + A 1 — aatco, 
v formule générale du cas irréductible , puisque 


_ |(aa)*-f-^(— 3 ÿ'aï-t- b*) 3 =sz-— b % . 

» Si & = o , on aura 

$ 

x — n y'a-, 

9 il faudra donc prouver que b ayant une valeur quel- 
» conque réelle , x aura aussi une valeur correspondante 
p réelle. Or l’équation précédente donne 

* et élevant au cube, on trouve 

x» — Gox* -f- iaa*x* — 8a* 




ed’où 


b>—: 


27 x J # 

Gai* — i5a*<æ* — 8 a* 
27 x* ' 

» équation qu’on peut mettre sous cette forme ; 

: »=£: 

y ou bien sous celle-ci : 


fr. _ (J 3 — 8o) (x 3 -fa)» 
27 x 3 * 


> *•“*(■ H?) 

t» Cette dernière forme fait voir que b est nul , lorsque 
» x- 1 — 8 a , qu’ensuite b augmentera toujours sans in- 
» terruption , lorsque x augmentera ; car le facteur 
(x* a) 4 augmentera toujours, et l’autre facteur 

I augmentera aussi, parce que le dénominateur x 3 aug- 
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g , 

% mentant, la partie négative — , qui est d’abord = i, 

n deviendra toujours moindre que 1 . Ainsi , en faisant 
» augmenter par degrés insensibles la valeur de j^depuis 
» 8a jusqua l’infini, la valeur de A* augmentera aussi 
n par degré* insensibles et correspondans , depuis zéro 
» jusqu’à l’infini. Donc réciproquement à chaque valeur 
v de A* , depuis zéro jusqu’à l’infini , il répondra une 
* valeur de ar* comprise entre 8 a et l’infini; et comme 
» cela a lieu , quelle que soit la valeur de a, on en peut 
y> conclure légitimement que , quelles que soient les 
v valeurs de a et de A, la valeur correspondante de x (i) * 3 , 
n et par conséquent aussi de x , sera toujours réelle. 
r Hais comment assigner cette valeur? Il ne paraît pas 
n quelle puisse être représentée autrement que par l'ex- 
v pression imaginaire , ou par une expression en série , 

v qui en est le développement ( que je ferai connaître 
vi par la suite) ; aussi doit-on regarder ces sortes d’ex- 

vi pressions imaginaires, qui répondent à des quantité* 

vi réelles , comme faisant une nouvelle classe d’exprès- 
v» sions algébriques, qui, quoiqu’elles n'aient pas, comme 
v* les autres expressions , l’avantage de pouvoir fctre éva- 
v> luées en nombres dans l'état où elles sont , ont néan- 
n moins celui qui e6t le seul nécessaire dans les opéra- 
» tions algébriques, de pouvoir être employées dans ces 
vi opérations , comme si elles ne contenaient point d’ima- 
9 ginaires n (*). # 

C’est l’impossibilité de réduire sous une forme en mêm» 


(i) On emploie ce« expressions avec succès dans l’application de 
l’Analyse li la Géométrie , par rapport à la division des angles. Cette 

théorie se trouve développée dans l’introduction et dans le chap. 1U 

de son Traite du C'ait. ni différentiel et du Calcul intégral. 
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temps réelle et composée d’un nombre limité de terme» 
algébriques, les racines d’une équation du troisième de- 
gré, dans le cas où ~ p 3 surpasse \ q % , qui a fait donner 
à ce cas le nom de cas irréductible ; l’expression de la 
première racine n’est alors qu’un cas particulier da 
Celle-ci : , -, 

n __ ______ * . 

Ÿ a -f- b ÿ — 1 -f ■ ^ a — b \/ — r * 

qui appartient aussi , comme nous le verrons dans la 
suite , à une quantité réelle , mais inassignable algébri- 
quement, et d’une manière finie, par tous les moyen» 
connus jusqu’ici. 

' ai. Non-seulement dans le cas irréductible la pre- 
mière racine est réelle, mais les deux dernières, qui sont 
imaginaires dans tous les autres cas , deviennent réelles 
dans celui-ci. On peut d’abord le voir immédiatement 
lorsque les quantités a-\-b \/ — 1 et a — b [/ — 1 sojat 
des cubes parfaits ; car en substituant leurs racines .... 

A+B\/~ — i et A — B y/ — 1 à la place des radi- 
caux cubes dans la deuxième et la troisième racine (16) , 
et effectuant les multiplications conformément au 
n° 17a des EU mens, on trouve 1 

( r' . +v - -* ) «+? U _ B j/^r 

= -A-,B l/S. "• ‘ I 

( — ✓=!)+ 

= — A + B \/ 3 . 

Q3. On peut , sans le secours de l’extraction des ra-r 
cines , démon trer-que lorsque tes trois racines de l’équa- 
tion ot?-+-p x-\-q=o sont réelle», p est négatif, qu’oq 
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a nécessairement -57 p 3 ]> \ q 2 , et que, réciproquement, 
lorsque 77 p 3 surpass^j q' , les trois racines sont réelles. 

En effet, soit a une racine réelle de l’équation 
x 3 -f-px-f-q = o, on aura 

fl 3 +pa + q = ô, 
d'où q === — a 3 — pa, 

et par conséquent 

x 3 — a 3 -j- p ( t x — a)=zo , ’’ 
ce qui donnera , en divisant par x — a, l’équation 
x 1 a* -\-p — o , 

dans laquelle sont renfermées les deux autres racines de 
la proposée , et dont on tire 

x — — ;o: h l/ — j a* — p. 

On voit d’abord, à l’inspection de ce résultat, que 
les racines qu’il fournit ne pourront être réelles , à 
moins que p ne soit négatif et en meme temps égal à 
j « 2 , ou plus grand. 

En changeant donc le signe de p , et supposant. . . . 
p — | a 1 -f- d, on aura 

x 3 — px-f-q— o, a 3 — p a -f- q = o ; 

les trois racines seront a , — \a-\-V d , — je — \/ d , et 
en me ttant pour p sa valeur dans l’ équation a 3 — pa-f-q=o, 
on trouvera , 

q — — j e 3 -f- a d. 

Pour comparer cette valeur de q à celle de p , sans con- 
naître celle de g, il faut élever p au cube, et q au 
quarré , afin que la plus haute puissance de a soit la 
meme dans les deux résultats ; il viendra ainsi 

p 3 = fi a G + %a*d + la>d' + æ 

ÿ — ï a* d + a* d\ 

d’où 

2. 

, \ 


D 



V 
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àp* = 57 «" + + * *+$# 

ï 9“ = 5T a 6 ~ ï O 4 <* 4-tj- a* d * , 
et par conséquent 

ïf-kq'^d-ald-la'd'+^æ 

— 3 ^ C TT a< — Tîû^^ + rr^J 

= 3 «£ ( j a“ — J d) % . 

La dernière valeur 3 d ( J a* — ~ rf) a étant toujours posi- 
tive , tant que d sera positif, puisque son second facteur 
est un quarré, donne évidemment , 

ïïP*>r?*» 

et le contraire ne pourra avoir lieu , à moins que d ne 
soit négatif , c’est-à-dire , à moins que les deux dernières 
racines de la proposée ne soient imaginaires. En faisant 
d = o , on a 

' _3 i -a 

ai P ~~ 4 Ç » 

et les trois racines , qui sont encore réelles , ont entre 
elles une relation remarquable , indiquée par les valeurs 
suivantes: a, —\a, — fa. 

Il est donc prouvé par ce qui précède , que.» une équa- 
tion du troisième degré a au moins , dans tous les cas , 
une de ses racines qui soit réelle, toutes le deviennent 
lorsque p est négatif, et que ~ p s surpasse ~ q*. Or, on 
a vu ( Elé'm . ai3 ) que toute équation d’un degre impair 
a au moins une racine réelle , quelques valeurs qu’aient 
ses coefficiens ; donc toutes les trois sont reelles dans le 
cas cité. 

a3. En attendant que j’expose les séries qui expri- 
ment les valeurs approchées des racines des équations 
du troisième degré dans le cas irréductible , je rap- 
porterai ici un procédé beaucoup plus simple , donné 
par Clairaut dans ses Elémens d’Âlgèbre. 

Ce procédé consiste à ramener 1 «quation 
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a : 5 — px-f-q:=oàla forme z 3 — z = r , en faisant 
x=zmz, et déterminant la quantité m de manière à 
rendre le coefficient de* égal à l’unité. Parla substitu- 
tion indiquée , il vient 



Æt posant m* — p , on a seulement 



Des deux valeurs, m = ±: l /p, la première convient au 
cas où q est négatif dansle premier membre, et la seconde 
à celui où il y est positif; ensorte qu’on ait toujours 


r = — i. Cela posé , l’équation s 3 — z=r ne peut 
PVP 

tomber dans le cas irréductible que lorsque 77 ï r*, 

Q 

c’est-à-dire, lorsque r 7-, <[ — , ce qui ne peut 

3\/3 

avoir lieu qu’autant que la valeur positive de z est entre 
2 

les limites 1 et — -= En elFet , il est visible que * doit 

4 / 3 - 

surpasser l'unité pour que la quantité z 3 —z soit positive ; 
mais si l’on faisait * == = »/?> on aurait pour 


2 

résultat •= — zr, nombre plus grand que r. 

3{/3 

Si donc on suppose z= 1 la lettre <f ne pourra 
représenter qu’une petite fraction , moindre que la difFé- 
renceo, 1 547 qui se trouve entre x et ;lecubeo,co 37 
de cette fraction peut être négligé ; et le résultat de la 
substitution de 1 -{-J' à la place de z dans l’équation 
proposée , en omettant P , conduit à 


U 
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3<T-f-3<r * — r, 


d’où l’on tire 

v/r +377 

et par conséquent 


Z 1 “I™ cT ZZZ • 


+ V * 4-3» 


puisqu’on ne cherche que la valeur de z qui surpasse 
l’unité. La limite de l’erreur quel’on peut commettre par 
cette méthode ne s’élève, sur la valeur de s, qu’à un 
millième d’unité. En effet, si l’on suppose 2 = \/ j, va- 
leur qui répond à r<==-j \/ J, et pour laquelle . S est le 
plus grand possible , la formule ci-dessus donnera 


4- ^ i + V*- 


au lieu de y f , 


ce qui ne diffère du vrai que de o,ooiaS. 

Soit pour exemple l’équation x 3 — i3x-f-5 = o; 
on fera x— — z \/ i5 , et l’on aura 

5 ' * 

2 3 — Z ■ 


d’où l’on déduira 


r— a: 

i5V^i3 


3 4* 


13^13’ 


1 5 


1 3 V i3 


— a ^ i3 — \/ 1 


3 4- 


Ÿ 1 3 


x: 


. O 


= -3 j7 84. 


Si l’on Veut pousser plus loin l’exactitude, on em- 
ploierai méthode donnée dans le n° ai 5 des Élemens; 
on trouvera par cette méthode 

x=— 3,78434.* 
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a 4 - Je vais m’occuper maintenant des racines de I’é- 
quatiou du quatrième degré , 

' a + +a/)x , + çx + r=o. 

Ces racines dépendent de celle de l’équation 

+ + 4r) z — q* = o ..... (R), 

que l’on nomme la réduite, et l’on a par le n° 17 , 

*■=!(+ Vd+ V^) ) (=K— Vî— V^— t/Ô 

}=|(+ /?—/?> ' 
*=i(— /*'+ V/^- ✓?) i 0U W(— V^* + /Ô 

x=K—\/z'- v/^+ k'ô ) r==i(+ v'I'+V'F—Vfÿ 

selon que q est négatif ou positif. 

1 °. Il e*t visible par la forme de ces valeurs , que si 
les racines de la réduite sont toutes trois positives et 
réelles, celles de l’équation proposée seront aussi toutes- 
quatre réelles. 

2 0 . 1 ,’ équation (R), ayant son dernier terme négatif, 
doit , lorsque ses trois racines sont réelles , les avoir toute» 
positives, ou seulement une positive et deux négatives; 
car ce dernier terme étant le produit de toutes les racines 
prises avec un signe contraire , ne peut résulter négatif 
<]ue de la multiplication de trois facteurs négatifs , ou de 
celle de deux facteurs positifs par un négatif. Dans le 
dernier cas, parmi les quantités z , z", z" , il y en a donc 
deux qui sont affectées du signe — , et par conséquent les 
quatre racines de la proposée sont imaginaires , excepté 
pourtant le cas où les deux quantités négatives seraient 
égales entr’elleS , car alors elles se détruiraient dans deujc 
racinesquideviendraient réelles et égales. En effet, si on 
suppose, par exemple , que les racines*," et a® soientné- 
gatives et égales, les deux premières valeurs de x , dans 
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chaque colonne , deviennent imaginaires; et on a dans 

la première colonne 

x = — 1 \/~ , * — p-V, 

et dans la seconde , 

x=-K V* , *=+f V*!. 

3°. Lorsque l’équation (R) a une racine réelle et deux 
imaginaires , sa racine réelle ne peut être que positive , 
car les deux imaginaires ne pouvant provenir que d’une 
équation du second degré , dont le dernier terme soit 
positif, et qui soit par conséquent de la fonne.... 
z*-\- Az -f- B = o, il faut nécessairement que le facteur 
du premier degré , qui contient la racine réelle , soit 
de la forme z — y , sans quoi le dernier terme du produit 
du premier facteur par le second , serait positif. 

En résolvant l’équation z*-j- Az -f- B — o, on aura 



mais pour que ses racines soient imaginaires, il faut que 



faisant donc pour abréger 



il viendra 

* = *±: i/ — Æ 1 — adfc/3 \/ — x j 
et l’on aura 

z'z=lx -f-0 i / — î , z"=a—ü V / — i , s "=>• ' 

On trouvera ensuite dans deux de* quatre valeurs de x, 
la quantité ' 
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— i -h s/^A — a v / — T 

qui, quoiqu’affectée desymboles imaginaires, est réelle 
et égale à 

V~ 2 *-4-2 ÿ a* P (ao); 

ces deux racines seront par conséquent réelles: les deux 
autres contenant la quantité 


\f |/-i — V/"* — /3 Kr-t , 

qui revient à 

Ÿ a * — a l/ *“-}-£*, 
seront par conséquent imaginaires. 


Pour reconnaître par les coefficiens même de la pro- 
posée, dans quel cas l’équation (R) a ses trois racines 
reelles , il n’y a qu’à faire disparaître le second terme de 
cette dernière, alin de pouvoir la comparer avec la for- 
mule y 3 -4- Py + Q — o; pour cela on supposera 

* —y — — , ce qui donnera * 


équation dont les trois racines seront réelles quand 




a5. Je ne quitterai pas ce sujet sans faire remar- 
quer que les racines imaginaires des éqtiations du qua- 
trième degré sont de la même forme que celles des équa- 
tions du second. En effet, lorsque la réduite a deux 
racines négatives , z" , z", en les représentant par — *• 
et — /3*, les quatre valeurs de x deviendront 

4 
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x = i (/? + (* + d) v/^T7)> 

x = i Wï- (* + d) y/^7)) 

±——\(Vz!_+ (* — É) l/~)> 

* = — ï (i/*'— (* — É) v/— i)> 

Les deux premières, combinées ensemble, donneront 
«n facteur réel du second degré ; il en sera de même des 
deux dernières. 

Quand la réduite a deux racines imaginaires de la 
forme « -f- d y/ — 1 et <t — d V — i,les deux racines 
imaginaires de la proposée deviennent 

x— — iy-hV^ 2* — ay/ <t i -f- d‘ = — \y~\-^\/ — *> 

*== — — V~ 2* — 2 y/ it a -fr/ 3 a = — \y — Sy/ — i, 

en faisant 2 * — a y/ a.* -f- d a = — S*. 

La proposée pourra donc encore dans ce cas être 
formée par la multiplication de deux facteurs réels du 
second degré. 

Des racines imaginaires en général. 

26. On a vu par la résolution des équations des a', 
3' et 4' degrés, queles racines imaginaires de ces équa- 
tions pouvaient se ramener à la meme forme, et Se dis- 
tribuer par couples , tels que 

x = A -f- B \/ — 1 , x = A — B y/ — 1 , 

ensorte que chaque couple donnait un facteur du second 
degré , dont les coeflicieus étaient réels. 
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Les Analystes, ont aussi reconnu que toute équation 
de degré pair est décomposable en facteurs réels du 
second degré. Voici la démonstration qu’en a donnée 
Laplace ( Journal des séances de i Ecole Normale , Le- 
çons , i" édition, T; II, pag. 3i5). 


Il faut prouver d’abord que toute équation d'un degré 
quelconque p, aura un facteur réel du second degré , si 

toute équation du degré — a un facteur réel , 

soit du premier, soit du second degré. 

Je représente par (P) l’équation du degré p , et ses 
racines par a, y , S' , etc. Cela pisé , j’observe que 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 
nécessairement par la multiplication des facteurs du 
premier degré , combiné* deux à deux , seront 


x 1 — (* 4 - Æ) x + a.?, 
** *—(« + >) * + <ty 


x*—(fi + y)x + £y 
etc. 

et dépendront par conséquent de la recherche des fonc- 
tions de la forme * -f- /3 et ee jS. Ces fonctions seraient 
déterminées si l’on en connaissait deux de la forme 

<*■ -f- @ -f- M <*• $ , « -f- $ -j- M.' «t $ , 

les lettres M et M' désignant des nombres donnés; car 
en faisant 


* + 0 + 3f*$ = N, œ -f- /S *f- M' <t$ = N', 
on trouverait 


* + & = 


M'N—N’M 


*12 = 


N' — N 


M — M ’ T M’ — M' 

Mais pour parvenir à l’équation de laquelle dépend la 


* 
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fonction a-^-B -f- M a. B, il faut former toutes les valeur» 
qu'elle prend, en y mettant successivement, au lieu de 
«tetde/3, toutes les racines et, B, y, f, etc. de la pro- 
posée, combinée deux à deux (7) , ce qui donne. . . . 
p ( p — 1 ) . 

- — ! —^ résultats , et fait voir par conséquent que 

l’équation cherchée , que je désignerai par (Ç) , moa- 

r. P(P~'\ 

2 


terait au degré 1 


i e . Si l’on admet d’abord que cette équation ait tou- 
jours une racine réelle ; en donnant à M une infinité de 
valeurs, on formera une infinité d’équations semblables, 
dont chacune aura une racine réelle, renfermant une 
des combinaisons qu’on peut faire des racines de la pro- 
posée dans la formule a-^-B-\-MaB\or,\e nombre de ces 
combinaisons étant limité , il faudra nécessairement que 
la même combinaison soit répétée plusieurs fois avec 
diverses valeurs de M. Onjieut donc affirmer qu’il existe 
au moins deux fonctions de la forme 

i t -f- B M et B y ~i~ B "■f" ilf et B t 

contenant les mêmes racines et et B, et dont les valeur* 
N et Pf' sont réelles; d’où il résulte que les valeur* 
correspondantes de et.-f- B et de et B le sont aussi. 

2 0 . Si l’équation (Q) n’a point de racines réelles, 
mais seulement un facteur réel du second degré , dont 
les racines soient imaginaires, en donnant à M une 
infinité de valeurs , on obtiendra une infinité de fonc- 
tions et -f- B + Ma. B, dont l’expression sera de la forme 
A -f- B y — 1 , et on prouvera, comme ci-dessus, qu’il 
doit s’en trouver plusieurs qui ne diffèrent que par le* 
valeurs de M ■ On aura (Jonc 
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«t -f- £ -f- -V * Æ — -f" B ' j t 

* + Q +M'*&=A'+B' 

d’où on tirera 


. , n MT + + 

+ ^~~ M' — M 

. A' + JT \/~ — A — B \/~ 

* ~ M' — M 

En réunissant les ternies réels entre eux et les termes 
imaginaires entre eux, on pourra représenter ces ex- 
pressions par 


aCC + Z)/— O et E + F\/— 1; 
et par là le facteur x* — (<* -f* £) x ~h deviendra 


a-» — a (C-f£> y/— 1) x +£4. F \/—\. 

L’existence de ce facteur entraîne celle d’un autre, qui 
serait 

a?— 2 (c — d y/^T) x + e—f v / ' = T-, 

carsoit X — Y\/ — 1 le quotient que dorme l’équation(Pj 
lorsqu’on la divise parle premier facteur : les quantités 
Xet Y doivent être nécessairement telles, que les parties 
imaginaires contenues dans le produit de ce facteur , par 
X — Y t/ — 1 , se détruisent, puisque le dividende est 
entièrement réel ; et si l’on multiplie le second facteurpar 
X + Y\/~ 7 , on aura un nouveau produit , dans le- 
quel la partie réelle sera encore la meme que celle du 
précédent , et la partie imaginaire n’ayant fait que 
changer de signe, s’évanouira aussi. 

En général, toute expression qui a un facteur de la 
forme a-{- bÿ — 1, en a nécessairement un dç la 
forme a — b \/—i. 


i 


9 
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Maintenant si les polynômes 

x s — a {C+D V 7 — >) x- + F -h F V~^~i 
et x*— 2 ( C — D \/— i) x + E — F \/ — 1 

n’ont point de diviseur .commun, ils renferment entre 
eux quatre facteurs simples de l’équation (P) , qui , 
multipliés l’un par l’autre , donnent un facteur du qua- 
trième degré dont les coefliciens sont réels , et l’on a 
montré, numéro , que toute équation du quatrième 
degré peut se décomposer en facteurs réels du second. 

Si les deux polynômes 

x* — 2 C C + D v/-i)x + E + F v/- , 
x* — 2 ( C — D V/— î )x +E—F V 7 — i 
ont un diviseur commun , en les mettant sous la forme 

x* — 2 Cx+ E — (2 Dx — F) \/ — î 
x 1 — zCx + E + (zDx — F) \/ — 7 , 

on verra que ce diviseur doit être commun aussi aux 
deux quantités xf — 2 Cx -f- E et zDx — F, et on en 
conclura qu’il ne peut être que de la forme x — / : on 
aura donc 

x* — 2 Cx -f- E — (aOx — F) y/ j 

= (x — K — L V/” ) (x — /), 
x* — 2 Cx-f-F-f- (2 Dx — F) V 7 — 1 
— (x — K-\-L V — 1) (x — /) ; 

d’où il suit que x — K — LV 7 — 1 , x — K L V 7 — 1 

et x — /, seront trois facteurs de l’équation (P). Les 
deux premiers, multipliés entre eux, donnent un facteur 
réel du se’cond degré ; et en divisant l’équation (P) par 
le troisième, ou obtiendra, si elle est d’un degrç pair. 
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un quotient de degré impair, qui aura lui-même un fac- 
teur réel dû premier degré, formant avec celui par lequel 
on a divisé , un second facteur réel du deuxième degré. 
Il est donc bien prouvé qu’une équation ( P ) , de degré 
pair , aura au moins un facteur réel du deuxième degré , 
si l’équation (Q) a toujours un facteur réel , soit du pre- 
mier degré , soit du second. 


27 . Cela posé , tout nombre pair étant nécessairement 
le produit d’un nombre impair multiplié par quelqu’un 
des nombres a , 4> 8, 16, etc. c’est-à-dire, parune puis- 
sance de a , sera compris dans la formule 2 m n , m repré- 
sentant un nombre entier quelconque , et n un nombre 
impair ; le degré de l’équation (Ç) , exprimé en général 

par ESE I, sera donc égal à 


2" , n(a m n — 1) 


= 2 m—1 n (a m n — 1) , 


si p = a m n. Faisant (2 m n — = n sera encore 
un nombre impair, puisqu’il est le produit de deux 
nombres impairs , n et 2 m n — 1 ; et d’après ce qui pré- 
cède , l’équation du degré 2 m n aura un facteur réel du 
second degré , si l'équation du degré 2 m ~'n a un fac- 
teur réel, soit du premier, soit du deuxième. Par la 
même raison, l’équation du degré 2 m— ‘n' aura un fac- 
teur réel, si l’équation du degré 2 m ~*ri (2 1) ou 
a" 1 — “n" a un facteur réel , soit du premier , soit 4u 
deuxième degré. En continuant ainsi, on passera par 
une suite d’équations dont les plus hauts exposans seront 
de la forme 

a”*/», 2 m ~'n, 2 m ~ i n s , 2 m — 3 n" ... 

(es nombres n, n’, n", n" étant tous impairs, et on 
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arrivera enfin à une dernière équation, de degré impair , 
qui aura nécessairement un facteur réel du premier 
degré ( Elém . ai 3 ) ; parconséquent l’avant-dernière en 
aura un du second degré, ainsi que chacune des autres , 
jusqu’à la proposée inclusivement. Si l’on conçoit ensuite 
que celle-ci soit divisée par le facteur du second degré 
dont on vient de prouver l’existence , le quotient étant 
encore de de^épair, contiendra au moins un facteur 
réel du second degré , par lequel on pourra le diviser de 
nouveau. Sans qu’il soit besoin d’aller au-delà, on voit 
qu’une équation quelconque d’ui\degré pair est toujours 
décomposable en facteurs réels du second degré ; et puis- 
qu’une équation de degré impair se ramène à une équa- 
tion de degré pair , en la divisant par le facteur réel 
qu’elle a nécessairement, il s’ensuit qu’une équation de 
degré quelconque ne peut avoir que des racines réelles 
ou des racines imaginaires semblables à celles des équa- 
tions du second degré , c’est-à-dire, réductibles à la forme 
A±B |/— 1. 

a&. D’ Alembert démontra le premier que les expres- 
sions imaginaires pouvaient toutes se réduire à la forme 
A :fc B \/ — 1 . La vérité de cette proposition , à l’égard 
des expressions résultantes des opérations algébriques , 
suit naturellement 4 e ce qui précède ; car en les égalant 
à des inconnues et faisant disparaître les radicaux qu’elles 
contiennent, on parviendra à des équations dont les 
racines imaginaires seront de la forme A ±. B y' — î . 

On peut encore s’assurer directement de cette vérité, 
en observant : > 

»*. que n-f-i v/ — 1 — a — b' \/ — 1 -j-a"-f-b" \/ — î -f-etc. 
=(a — u'-f-a"-J-etc.)-f-(é — b'-\-b“- f-etc.) l/- i; 
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3 °. que ( a+b \/ — \/ — 1 ) 

• =ad — bb'- f- ( ’db-{-ab ' ) \/ — i ; 

3» que a + h ^ / ~ï l — + b SZ—î) (a— b' y/^T) 

d+b' 1/— ! (d+b' V—~i) {a!— b' 

ad 4- bb' ( a b — ab' t/ 

a'“ + ô'* a'* + b" Â V ’ ’ 

4*. que (a-f-i y/ — i) m = A -f- D \/^—î. 

Pour prouver cette dernière proposition , on changera 
(a + b[/ — i) m ena m O+y — i) m *, et en observant 


que 


y/— i ~+V — i 
(y/— o a =— i 

(\/— o*=+i 


CV/— ^ )5 =+|/- 1 
(v /_, )«=— x 
(y/— i 

vV— 0*=+» 


on verra que si on désigne par i un nombre entier quel- 
conque , on doit avoir en général 


(V/— 1 )<*+*=— 1 , (y/— — — v/— 1 , 

çe qui renferme tous les cas ; car il est évident qu’il 
n’existe aucun nombre entier qui nè soit compris dans 
l’une des quatre formules 

4*. 4i“M> 4* 4- a » 4*4*3; 

c’est-à-dire , qui ne soit divisible par 4 > ou qui ne le 
devienne quand on en ôte i , ou a, ou 3 unités. 
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Cela posé , on trouve par le développement de la 
puissance m du binôme. 

(i +\ V / ^) ra = 

mb . / m(m — 1 ) b* m(m— i)'m— 9^b 3 / — - 

1- f" i a* * i . a i . 2 . 3 a 3 . 


+ 


mpw — Q(m — s)(m — 5 ) 

î ] 2 3 . 4 “ 4 


-{- etc. 


et en réunissant les termes affectés de \/ — i-, qui sont 
ceux de rang pair, il vient 

( 1+ .yri) m = 

m(m — i) m(m— i)(m — a)Q — 5 ) _ etc . 

1 i . a a“ î . 2 . 3 4 ° 4 

77X b Tïi(m-— i)(tu— 2 ) ^ 


( m b _ rnjm—} ){nv-2) V ^ etc \ y/ — 1. 

~ \ il a 1 . 2 . 3 • <r / 

Pour passer de ce -développement à celui de 

(! - 1/ — 1 ) m , il suffit de changer le signe de la 

v a 

quantité - dans tous les termes où elle se trouve élevée 
à une puissance impaire , et on aura ainsi 

(1 _ r= 

m(m — 1) b 1 , m(m — i)(m — 9 .)(/n — 5 ) b* _ 

**" 1 . 2 ' 1 . 2 3 i 4 « 4 

/m b m {m — 1 ) (m— -a) P N ./— 

\i â~" i.a .3 a 3 , / 

Multipliant 
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Multipliant ces résultats par a m , et faisant 
m(rn — l)i‘ — i)(m — 2)(m — 3) M 

i.3 a % î . n . 3 . 4 • 

( mb m(m — i ) (m — a) b 3 
î a 1.3.3 

il viendra' 


■0 


-etc.^ 


b 3 \ 

-p+etc.y=B, 

(a+b t/— 1 , (a — 6 \/—\') m =A—B {/ 


Lorsque j’aurai fait voir que le développement de la 
puissance m du binôme convient également au cas où 
l’exposant m est fractionnaire ou négatif, il sera démon- 
tré par ce qui précède, que, quelle que soit m, 

( a+b \Z^) m =A + B \/ — ù 

/ 

Au moyen de ces résultats , on ramènera à la forme 
r A+B toute expression résultante de la combi- 

naison de plufieurs quantités de la forme a±b \/ — î , 
par addition, soustraction, multiplication, division et élé- 
vation aux puissances, soit entières, soit fractionnaires. 


29. Il suit de la proposition démontrée n° 37 , que 
pour obtenirles racines imaginaires d’une équation quel- 
conque , il faut la décomposer en facteurs du second de- 
gré; mais ce moyen exige la résolution d’une équation du 


degré 


, m(m — 1 ) 


(27), avant même qu’on puisse savoir si 


la proposée du degré m aou non des racines imaginaires. 
Les Géomètres ont cherché des méthodes pour recon- 
naître l’existence de ces racines indépendamment de la 
résolution d’aucune équation, et je vais exposer ce que 
Lagrange a trouvé de plus général à cet égard. 

Si on désigne par @ ,y, <T, etc. les racines réelle* 
3. ‘ E 
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d’une équation de degré quelconque , ses racines ima- 
ginaires pouvant etre assemblées par couples de la forme 
a±.b a db. b' V — 1 , etc. (28), les différences 

des racines combinées deux à deux seront nécessaire- 
ment de Vune des formes suivantes : 

et — J3 entre deux racines réelles. , 

A azçb \/ — 1 entre 1 rac. réelle et 1 rac. im. 

^a-a')±L(b-b') \/ — 1 entre 2 rac - * m - decoupl. dilfér. 

\/ — i entre a rac. im. du même coupl. 

• 

En faisant les quarrés de ces expressions , on trouvera 
pour la première un résultat réel et positif , et pour la 
quatrième un résultat réel et négatif ; les deux autres 
donneront des résultats imaginaires, à moins qu’on n’ait 
«t= a , ou a— a , ou b — b'\ mais chacun de ces cas . 
introduit des racines égales dans l'équation aux quarres 
des différences. Il suit de-là qu'en faisant^bstraction des 
racines égales } l’ équation dont les racines sont les quarrés 
des différences qui se trouvent entre celles de la proposée , 
aura autant de racines négatives que cette dernière a d » 
couples dfferens de racines imaginaires. 

3 o. On voit par ce qui précède combien il serait à 
desirer qu’on eûtau moins une règle sûre pour connaître 
sans calcul , le nombre des racines positives et négatives 
d’une équation quelconque , puisqu’on serait alors en 
état d’assigner, au moyen de l’équation aux quarrés des 
différences , le nombre des racines réelles A celui des 
racines imaginaires de la proposée. Malheureusement la 
règle qu’a donnée Descartes pour remplir cet obiet, 
généralisée autant quelle peut l’être , se réduit à ce que : 

Toute équation ne saurait avoir un nombre de racines 
positives plus grand que celui des variations de signe 
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qui se trouvent entre ses termes , ni un nombre de racines 
négatives plus grand que celui des permanences du même 
signe ; et si elle ne contenait que des racines réelles , elle 
en aurait précisément autant de positives que de varia- 
tions de signe, et autant de négatives que de perma- 
nences du même. 

Les vonafio/jj de signes sontles changemens de -f- en — 
ou de — en -f-, qui çnt lieu d’un terme à l’autre, et il y 
.a permanence chaque fois que le signe d’un terme est la 
même que celui du précédent. L’équation 

a:* — 8 x s -+-7 x*-f-g x — 4=o, 

par exemple, a trois variations de signe , savoir : de 
-|- x+à — 8 x 3 , de — 8X 3 à + 7 x“, et de -j- 9 xà — 4 ; 
du terme -f- 7 x 5 au terme -j- 9 x , il y a une perma- 
nence du signe +. 

Parmi les diverses démonstrations qu’on a données da 
cette règle , je choisirai celle qui est due à Segner, parce 
qu’elle m’a paru la plus simple de toutes. 

Soit l’équation 

sc m ±.Px m -'±Qx m - % ±Tx±U=o, 

dans laquelle les signes -f- et — se succèdent d’une ma- 
nière quelconque : en la multipliant par le facteur x — « 
qui donne la racine positive x=<*, on aura 

x mJh, ±.P i x m ±Q 3 x™— . . . db U ) x 

— +P*\ +T*.\ zgUa 

Les coefficiens placés dans la première ligne de ce résul- 
tat , sont ceux de la proposée , pris avec le même signe 
dont ils étaient d’abord affectés; et les-coefficiens de la 
seconde ligne sont formés de ceux de la première , mul- 
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tipliés par <t , mais pris avec un signe contraire, et reculé* 
d’un rang vers la droite. Cela posé , tant que les coefii- 
oiens supérieurs seront plus grands que les inférieurs , 
ils détermineront le signe du terme dans lequel ils se 
trouvent; et comme ils n’ont pas changé de signe, il 
y aura entre eux les mêmes variations et les mêmes per- 
manences que dans la proposée; mais le dernier terme 
tp U <t ayant toujours un signe contraire à celui du coeffi- 
cient supérieur ±: U de l’avant-dernier, il en résultera 
ùne nouvelle variation que la proposée n'avait point. 

Lorsqu’on rencontrera un coefficient inférieurdesigne 
contraire à son correspondant supérieur , et plus grand 
que celui-ci, ilyaura une permanence de la proposée qui 
se changera dans une variation ; car le signe du terme où 
cela arrivera , étant déterminé par celui du coefficient 
inférieur , sera contraire au signe du terme précédent , 
qu’on suppose le même que celui de son coefficient su- 
périeur. . , • 

On sentira la vérité de cette assertion , en observant 
qu’on ne peut être obligé de recourir au coefficient in- 
ferieur , pour reconnaître le signe d’un terme , que dans 
des cas semblables à l’un des deux suivans : 

-fi*5 ’ -M*5 

en supposant qu’on ait R* j>5; l’ordre de la succession 

des signes sera dans le premier -f , et dans le second 

f-. Je n’ai point écrit le coefficient inférieur dans le 

premier terme, puisque, par l’hypothèse, il n’influe 
point sur le signe de ce terme. 

Il est donc évident que chaque fois qu’on descend de 
la ligne supérieure dans la ligne inférieure pour deter- 
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miner le signe, il y a alors une variation qui ne se trou- 
vait point dans l’équation proposée ; et si après ce pas- 
sage on reste toujours dans la ligne inferieure , on 
jetrouve les mêmes variations et les memes permanences 
que dans la proposée, puisque les coefliciens de cette 
ligne ont tous un signe contraire à leur signe primitif! 
Quand .on remontera de la ligne inférieure à la ligne su- 
périeure, il en pourra résulter ou une variation , ou une 
permanence ; car il n’existe aucune connexion entre le 
signe d’un coefficient inférieur et celui du coefficient 
supérieur du terme suivant. Mais en supposant même 
que ce passage produisit dans tous les cas une perma- 
nence , comme le dernier terme de la nouvelle équation 
fait partie de la seconde ligne , il faudra toujours re- 
venir au moins une fois de plus dans cette ligne que dans 
la première, et par conséquent la nouvelle équation aura 
au moins une variation de signe de plus que la proposée : 
il en serait de meme à chaque racine positive qu’on in- 
troduirait. 

Si on multiplie ensuite l’équation proposée par le fac- 
teur qui donne la racine négative x— — a . , 

on aura , 

x m+l-± i p\ x m^-Q îx m— 1 . . ,±JJ 'ix 

+ a.) ±.P*\ ' ±T*\ ± U<t 

Los coefliciens placés dans la première ligne sont en- 
core ici les mêmes et de même signe que dans l’équation 
proposée ; ceux de la seconde ligne sont aussi formés 
de ceux de la première , multipliés par a. et reculés d’un 
ràüg vers la droite ; mais dans le cas actuel , ils ont con- 
servé leur signe primitif. 

En raisonnant comme ci-dessus, on verra que-chaque 
fois qu’on aer£^ obligé de prendre le signe du coellicient 
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inférieur, on obtiendra une nouvelle permanence qui 
n’existait point dans la proposée. Les exemples ci-joint* 
-f-flx” -3 — S li'H _ •— Rr’"- 3 ‘-fS IriH 

-f-jRaJ ’ — Raf 

analogues à ceux qu’on a donnés pins haut, rendront 
cette conséquence bien évidente, puisque Ra. étant plu» 
grand que S, on aura dans l’un -f- + , et dans l’autre 
— — . Lorsqu’on remontera de la ligne inférieure dan* 
la ligne supérieure , il en pourra résulter indifféremment 
ou une variation , ou une permanence; mais en accordant 
que ce soit une variation qui ait toujours lieu , ou pourra 
malgricela conclure quele nombre des permanences sera 
aumoins augmenté d’une unité , puisquele dernier terme 
ee trouvant dans la seconde ligne, forcera toujours à 
revenir à cette ligne au moins une fois de plus que dans 
l’autre. Il suit de là que chaque racine négative donnée 
à la proposée apportera avec elle au moins une perma- 
nence. En rapprochant cette conclusion de la précé- 
dente , on verra que le nombre dès racines positives d'une 
équation quelconque ne saur ait surpasser celui des varia- 
tions de signe quelle renferme , et le nombre des racines 
négatives celui des permanences. 

Si l’équation proposée n’avait que des racines réelles, 
on prouverait aussi par-là qu’elle doit avoir précisément 
autant de racines positives que de variations , et autant 
de racines négatives que de permanences. En effet , quel 
que soit le nombre de variations et le nombre de perma- 
nences qu’ait apporté chaque racine positive et chaque 
racine négative , le nombre des unes et des autres , djtns 
le résultat final , doit être égal à celui des termes di- 
minué de l’unité, ou à l’exposant du degré de l’équation, 
ou enfin au nombre des racines ; mais le» variations ne 
sont produites que parles racines positives , et les perma- 


Digitized by Google 


DES ÉLÉMENS D'^^BaE.. 71 

nences que par les racines négatives : il faut donc qu’il 
y ait autant de variations que de racines positives, au- 
tant de permanences que de racines négatives, et vice 
versa. 

t . 

3i. Les racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion, parce qu’elles ont lieu, soit avec des variations, 
soit avec des permanences. Cela se voit sur l'équation 
meme du second degré x*± 2 px-f-q=o, dont les 
racines sont imaginaires , quelque signe qu’ait p , tant 
que p 4 est moindre que q. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
lf présence des racines imaginaires par la règle ci- 
dessus , lorsqu’une équation manque de quelques termes. 
Dans l’équation x 3 -j- px -f- q = o , par exemple , si l’on 
remplace par ±, o . x* le second terme qui manque , 
il vient 

x î ±o.x 1 -f-px^-q=ïo; 

et quand on n’a égard qu’au signe supérieur , onne trou- 
ve que des permanences , tandis que le signe inférieur 
donne deux variations. Ces résultats, dont l’un semble 
indiquer trois racines négatives , et l’autre deux racines 
positives, ne s’accordant point entre eux, font voir que 
la proposée a des racines imaginaires. Si^on avait 

x 3 — px-f-q~ o, 
en l’écrivant ainsi : 

x 3 ±:o . x* — px-f-q=o, 

• 

quelque signequ’on employât, on trouverait toujours deux 
variations et une permanence : l’accord de ces résultats 
prouve que cette équation peut avoir ses trois racines 
réelles , mains non pas qu’elle les ait en effet ; car on sait 
d’ailleurs que cela n’arrive que quand jfp 3 ]> \(f - 

4 
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32. Cela posé, je désigne par (D) l’équation au 
' quarré des différences (29) , qu’on peut former d’après 
le n° 8. Il est évident, par la règle du n° précédent , que 
si tous ses signes 8ont alternativement positifs et néga- 
tifs , c’est-à-dire , si elle n’a que des variations , elle 
n’aura que des racines réelleset positives, ettoutes celles 
de la proposée seront réelles. En effet, si celle-ci avait 
des racines imaginaires, parmi les racines de l’équation 
( D ) , il s’en trouverait nécessairement de réelles et néga- 
tives (29) ; elle aurait donc des permanences, ce qui est 
contre la supposition, 

Le dernier terme d’une équation étant, comme on sait. 

Je produit de toutes ses racines prises avec un signe con- 
traire, sera négatif, si le nombre des racines réelles 
positives- et impair; car le dernier terme du produit 
d’un couple de racines imaginaires est toujours positif. ' 
En appliquant cette remarque à l’équation (JX) , on verra 
que si son dernier terme est négatif, elle aura un nom- 
bre de racihes négatives pair ou impair , selon qu’elle 
sera d’nn degré impair ou pair. Dans le premier cas , 
la proposée aura un nombre pair de couples de racines 
imaginaires , et un nombre impair dans le second. En 
général; il suit de la nature des'racines del’éqoation (D) 
et de ce qu’on a vu , n° 29 , que la proposée ne saurait 
avoir plus de couples de racines imaginaires qu’il ne se » 
trouve de permanences de signe dans l’équation (D). 

* * b 

Les considérations précédentes ne mènent toujours 
qu'à s’assurer si une équation donnée a des racines ima- 
ginaires) et à trouver une limite que leur nombre na 
puisse excéder; mais en suivant l’esprit de la méthode , 
on formerait de nouvelles équations auxiliaires , qui ne 
pourraient avoir de racines négatives , qu’autant que la 
proposée aurait au moins quatre racines imaginaires ; 

V ï 
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d’autres qui n’en auraient que de positives , tant que le 
nombre des racines imaginaires de la proposée serait 
au-dessous de six , et ainsi de suite. Il faudrait former , 
dans le premier cas , l’équation qui donne lesquarrésdes 
différences qui se trouvent entre les sommes des racines 
combinées deux à deux ; dans le second, celle qui donne 
les quarrés des différences qui se trouvent entre les 
sommes des racines prises trois à trois , etc. 


33 . Si on parvenait à trouver d’une manière quelcon- 
que les racines négatives et inégales de l’équation (Z?) , 
on en déduirait les racines imaginairesdela proposée. En 
effet, en substituant dans cette dernière a + è \/—iaxL 
lieu de r, et en égalant séparément à zéro la partie 
réelle et la partie imaginaire , on aurait deux équations 
pour déterminer les inconnues a et b ; mais si on connais- 
sait à priori la valeur de b , et qu’on la substituât dans 
l’une et dans l’autre de ces équ^ions, a serait donné par 
le diviseur commun des deux résultats , égalé à zéro 
(£ 7 ém. 189 ). Or, en nommant — z' l’une des racines 
négatives de l’équation (Z?) , cette racine exprimera le 
quarré de la différence entre les deux racines imaginaire» 
comprises dans la formule a ±: b \/—i et on aura par 
conséquent 

— •*'=— 4*V 

d’où 


b=±il/z'. 


De l’extraction des racines des quantités eh parti a 
commensurai/es et en partie incommensurables. 

34. On a vu dans les numéros 19 et 31, combien 11 
pourrait être utile de savoir quand une expression corn- 
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pliquée de radicaux est une puissance parfaite; aussi 
les Analystes se sont - ils occupés de la recherche de» 
caractères auxquels on reconnaît ces puissances. 

35. Soit \/~ a ~h\/ b : l’expression a -f- [/b ne peut 
être que le quarré d’ une autre de cette forme : i /A-\-\/B-, 
dans laquelle se trouve comprise celle-ci : A' -\-ÿ B , en 
supposant que A = A'*. Cela posé , on aura 

a +• \/b — ( \/~Â -f- \/B)' = A + B + 2 \/ AB', 

comparant d’un côté la partie commensurable , et de 
l’autre la partie incommensurable , on formera ces deux 
équations : 

a=A + B, [/b— a \Z~Â~B; 
quarrant de nouveau , il viendra 

et» = A* +zA B m +B\ b — ^ A B\ 
retranchant la seconde équation de la première , on aura 
a* — b=A* — aAB+B 1 -, 

•t prenant enfin la racine quarrée de chaque membre de 
cette dernière , on en conclura 

y/ a 1 — b — A — B. 

Si l’on combine cette équation avec a~A-\-B , on en 
tirera les valeurs 

A^a+'-ÿa'—b, B=\a—\\/a. % — b, 

d’après lesquelles les quantités A et B ne peuvent être 
rationnelles comme on le suppose , à moins que a* — i 
ne soit un quarré parfait. 

Soit pour exemple )/~ 7 -f- \/ 48 ; on aura 

• • • . ! 

\ 

« 


.) 


Digitized by Google 



75 


DES ÉLÉMENS D’ALCÈBRE. 

0=7, i=48, a 1 — b = 4 9 — 48 = 1, 
ji ~ l+i~ 4 , Br= 1 — A = 3 ( 
V-A'\-VB~V 4 ~\ m V ' 3 ~ 2 -f- |/ 3 . 

Soit encore l’expression littérale 

\/~ ^mn-j-2 (m-f-n) (rn — n) 1 ^ 

équivalente à 

l/*4 mn + V— — n) a , 

il viendra pour cet exemple 

a=4mn, b =— 4 (m -f. n y (m — n)* 

(f —b— 4m 4 -f S/n V» -j- 4n*=4 (m* -f n*)* 
V^_~V ^-mn. -j- m* + n a , \/ B = \/ 'amn — — 71* 

V A+\/B= v/(m + n)» -f- y/(^ — ^TT7 

= 7n-f-n-f-(m — n) \/ — i . 

Enfin si l’on avaij: , \ 

mn + ï + 2 1/ m J n — amV-f^mn’, 
on trouverait 

| /mn -f- l/m“ — am/i -f- j-n*.' 

Quand, au lieu de^/~ a+ l/* , on al /~a — y/t; 

il faut prendre \/ A ~ y/ B, A et B conservant les 
mêmes valeurs que ci-dessus. — 

Dans ces deux cas, la racine cherchée est double 
comme toutes celles du second degré, car on a dan* 
le premier ca3 

+ V -A + \ /B ou — l/ü -f- y/J f t 
et dans le second , 

- rf* 1 /a — j / b oh — y'Â + 1 /b. 
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36. Je vais chercher actuellement le cas où il est 
possible d’extraire la racine cubique d’une expression 

de la forme a+ \/b. Pour 7 P arvenir > 11 faut décou- 
vrir la forme que l'on doit donner à cette racine. On ne 

peut supposer qu’elle soit \/A + V* > car le cubo 
de cette quantité étant 

A \/Â + 3A\/B + 3B\/Â + B\/& 

= (^ + 3S) \f2-\-Ç3A + B) 

contient deux radicaux quarrés essentiellement differens. 

Il n’en sera pas de même de la forme A + \/ B i mais 
pour la généraliser un peu , ) écrirai 

{A+VbïVc> 

son cube sera alors 

CiA'+ZA'xfii + ZAB + B \/B. 

En comparant la partie rationnelle de cette expression 
avec a , et la partie irrationnelle avec \^b , je trouverai 
les équations r 

a—CtA?+ZAB), l/b^C(3A* + B)V'B-, 

quarrant l’une et l’autre , j obtiendrai 

o» = O ( A* 4- GA*B + §A*B*) 

b =C*(9^ + 6^* + 5 3 )» 

d’où je conclurai 

—A z — Z A* B + 3 A*B* — 2? 3 =s:(*<* — B) 3 , 

O 

et parconséquent 
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La lettre C étant indéterminée , on en peut disposer 
pour que la quantité ( a a — b~) C soit un cube parfait ; 
lorsque cette détermination sera effectuée , on aura 

r . , , 1 / <y — 6) c 

en taisant pour abréger — = c , 1 équation 

O 


d’où 


B z=.A a — c; 


substituant dans réquation a==C (A 3 -\-Z A B ) , il 
viendra 

4 CA 3 — 3c CA — a — O. 

Cette dernière aura nécessairement une racine commen- 
surable, si A et B sont rationnels. 

En prenant pour exemple la quantité 2 -f- 11 \/ — 1 
du n° 19 , il viendra 

<1=2, Il y/ \ —\/l> OU Ù= 121 , a* — b = ia5 


A*—B=± {/ 125 C. 

Le nombre 1 a5 étant un cube parfait , on pourra faire 
C = 1 , et on aura , 

c = 5, A* — £ = 5 et 4 A 3 — 1 5 A — 2 = 0 . 

L’équation en A ayant pour diviseur commensurable 
A — a , donne 

, A— a; 

puis on trouve 

£ = 4 — 5 = — 1 , 

d’où il résulte 

3 - ■ 

V s + ii^r-i = a+V / -ï: 


< 
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on obtiendrait par le même procédé , 

3 

V 2 — n Ÿ — 1=2 — \/ — 

Soit encore la quantité 52 + 3o \/ 3 , qui donne 

a— 5a, \/b = Z o \/ 3 , c* — 5 = 4» 

A'—B= ~ [/JC. 

Ici , pour rendre 4 C un cube parfait, il faut faire C— a ; 
il vient ensuite 

A* — B = 1 , 8^ 3 — 6 A — 52 = 0 . 

Maintenant si l’on pose 2 A=y } on aura l’équation 
3^ — 52 = 0, 

dont y — 4 est 1111 diviseur, et l’on arrivera enfin à 

y— 4, A= 2 , 5=3, 

d’où 

J 5 

^ 52+3o\/3 = ( 2 -f- [/ 3) \/ 2 . 

Zj. Ces exemples suffisent pour montrer comment 
on peut parvenir à extraire une racine quelconque d’une 
expression irrationnelle donnée. La difficulté consiste à 
deviner la forme sous laquelle cette racine doit se pré- 
senter -, et lorsque cette forme est trouvée , et qu'on en 
compare la puissance avec l’expression irrationnelle pro- 
posée, on obtient des équations en nombre égal à celui 
des indéterminées, et qui doivent conduire à une équa- 
tion finale ayant des diviseurs commensurables. 

I» 

Ainsi, pour ramener à la forme (A-}-\/B) V G 
» 

l’expression a -f- V b , on aura 

a+ \/bz=C(A+[/'ÏÏy, 


i 
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équation qui se partagera dans les suivantes : 

c(a-+«!!i!2 a *->b+? <rO( n - a X n -Vj'-w +etc . 

\ 1.3 1 . 3 . 3. 4 

\/b=C \ZB+ n ^ n ~ l ' i ^ n ~ÿ A”- 3 B \Z~B+ etc.\ 

D’après ces valeurs , il est visible que 

a=\C{{A^\/~B_Y + <iA-y/jy } 

Vb=' z C{{A+V B)”-(A-V B Y ).; 

, et comme 

c »_è~ie{ {A + / zi) a »-f- s(^ a — /*)"+( A— \/7fy n 
— {A + Ÿ Z’) a "+ 2(^—5)»— ( A—VB)™}, 
•n a, après les réductions , 


a ’ — b = C‘^A < ‘ — B) H ou A 


_s= y/i 


—b 
O ’ 


Il faudra donc premièrement , par une détermination 
convenable dè C , rendre la quantité une puis- 

sance exacte du degré n ; lorsque cette condition sera 
remplie, on aura une valeur rationnelle de B , qui, 
substituée dans l’expression de A , devra conduire à une 
équation ayant des diviseurs commensurables , si A peut 
être rationnel. 


/ 


De V abaissement des équations. 


38. Il y a des circonstances où une équation peut 
être ramenée à un degré inférieur à celui sous lequel 
elle se présente ; cela arrive touiours lorsqu’il existe 
•entre ses racines des relations particulières , ou qu’elle 
devient divisible par un facteur rationnel. La recherche 
des caractères auxquels on reconnaît qu’une équation 



f 


80 COMPLÉMENT 

est susceptible d'abaissement , et celle des moyens d' ef- 
fectuer ces abâi saemens , font partie de la résolution 
des équations ; c’est pourquoi j’en traiterai succinc- 
tement ici. 

Je supposerai d’abord qu’on ait l’équation 

x 4 -f- p x 3 -f- q x* -f- r x -f- s — o , 
t it 

dont les racines soient représentées par a, b, c et d, et 
qu’on sache qu’entre deux de ces racines , il existe une 
relation indiquée par l’équation m a -f- nb =k , m , net k 
«tant des quantités connues , on pourra trouver a et À 
d’une manière fort simple ; car a et b étant les racines 
de l’équation proposée , on aura 

a^-f-pa È + qa 1 ‘-f-ra-f-s=:o 
b* -f-p b 3 -f- q b % -f- r b -f- s =o ; 

étais si de la dernière de celle-ci , on élimine b , au moyen 
de l’équation m ’a-f- nb = k, l’équation résultante devra 
nécessairement s’accorder avec l’équation 

a 4 -{- p a 3 -f- q a 2 -f- r a + s = o ; 

et puisque l’une et l’autre seront satisfaites par la même 
valeur de a, elles auront un facteur commun qu’on ob- 
tiendra en cherchant leur plus grand commun diviseur, 
«t qui fera connaître la valeur de a ( Èlem . 189) : on 
trouverait b de la même manière. Il convient d’observer 
que dans le cas où les deux racines a et b entreraient, 
semblablement dans la relation donnée, ce qui arriverait 

si on avait m—n , d’où il résulterait * 

' ’ \ 

le diviseur commun dont je viens de parler monte- 
rait au second degré. La raison de ce fait est facile à 
appercevoir -, car alors, sôit qu’on élimine a, soit qu’on 
' - ■ élimine 
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(élimine b, on tombe sur dos équations semblable?, et qui . 
par conséquent doivent conduire àune équation donnant 
en même temps l’une et l’autre de ces inconnues, ou 
ayant deux racines. 

v Si la relation proposée était la-\-mb + nc — k, on y 
joindrait les équations. 

-f -pa 3 -\-qa*-+-ra-)-s—0 
b ♦ -f- £> 3 — f- 9 — f- r £ — f-^= o 

c* -f- pc 3 -f-</c‘“-f-rc-+-s=o. 

et éliminant , au moyen des deux dernières , b et c de 
l’équation la-\-mb -j-nc=k, on parviendrait à une 
équation finale qui, ne renfermant plus que a, aurait 
nécessairement, avec a* -|-pa :, -f-qa J -|-ra-|-s:= o, 
un diviseur commun qui déterminerait a : on trouverait 
b etc d’une manière semblable. Si on avait l=m , ce 
qui changerait la relation donnée en /(a-f-i) -\-nc~k, 
comme il serait indifférent d'y écrire a pour b et b pour«, 
le diviseur commun qui donnerait a , donnerait aussi b , 
et serait par conséquent du deuxième degré. Enfin dans 
le cas où la^relation donnée serait /(a-}-ô-f-c) = fo, 
les trois racines a,b^c entreraient dans le même divi- 
seur commun, qui serait par conséquent du troisième 
degré. 

Ce qu’on vient de lire par rapport à l’équation du 
quatrième degré et à des relations exprimées par des 
«quations du premier , peut s'appliquer à un degré 
et à des relations quelconques ; et ou en conclura 
qu’il faut traiter chacune des racines qui entrent 
dans kj relation donnée comme une inconnue dis- 
tincte, former les équations résultantes de leur substitu- 
• tion dans l'équation proposée , et joindre ces nouvelles 
équations avec celle qui éxprime la relation donnée, 
puis éliminer ensuite toutes les inconnues, hors une, qu* 

F 
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l’on conservera en même temps dans deux équations , 
lesquelles admettront par conséquent un diviseur com- 
mun , qui, suivant le degré dont il sera, fera connaître 
une ou plusieurs des racines comprise* dans la relation 
donnée. 

3g. Je prends pour premier exemple l’équa|ion du 
troisième degré 

x s - j-px * — q'x — ç*p = o ; 

et je suppose que l’on sache d’avance que parmi ses 
racines , il y en a deux qui sont égales , mais de signe 
contraire : en nommant a et b ces deux racines , on 
tirera d'abord de l’équation proposée ' 

a 3 -f-pa’ — q“a — q' p = o 
b 3 -\-pb‘ 1 — q*b — q */ J = o. 

La relation donnée entre a et b fournit de plus cette 
troisième équation, b= — a, en vertu de laquelle la 
seconde devient »• * . 


— a 3 + pa % -}- q*a — q % p~a, 

ou en changeant tous les signes à-la-fois , et mettant x 
pour a, ' * 

x 3 — p a* — q*x-\-q % p-=Or. 

Cherchant ensuite le diviseur commun à cette dernière 
équation et à la proposée, on trouve 


x* — q\ 

ce qui donne 

x * — — o, 
ou 

x — -\-q et x = — q. 

Le diviseur est du second degré, car la relation b^=— a, * 
équivalente à a-j-b=o, demeure la même lorsqu’on 
y change a en b et b en a (38). 

i r 


t 
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a question précédente aurait pu se résoudre de cette 

quel équation proposée fût divisible par**-.»* Or' 
apres avoir poussé la division par ce facteur aussi W 
qu il est possible , on a pour reste 

— (<7 a — a*)x— (q* p _ aa/j)j 

£* la ^ 

a • , q* = a* , 

et par conséquent, 

•r 1 —a* == .r*_ (7 . < 

comme ci-dessus; 

4°- Si les deux équations o*_ a >_ 0 ( , , 

*? 3 eta,ent trouvées comprises IwlT^ 0 
1 équation proposée n’aurait pas été TvisiLT ^ ’ 
facteur de la forme ° ef , . tÜV18lbIe P ar «» , 

par conséquent de » <* « ' 

q» on «.ppo.an m>i , . ^ 'a «taon 

en general les coefiiciens de 1 emiari™ T ? * ou 
été indéterminées on annii j Proposée , eussent 
à satisfaire à cette conditio P / ^ fc ternnnerde manière 
se* rencontrent dans 1 p , ^ “ è ® es «^constances, 

éliminer a et b des trofs équation» 0 ^ ' ^ . 

a 


&4 CO M P L Ç M E S T 

a 1 -r p a % — q* a — q‘pz=o, 
bf -±p b*-—?q*b — q*p— », 
a-^ b = o, k 

et il existerait encore une équation entre p et q , qui se, 
trouyerait identique dans le cas actuel, parce quç l'équa- 
tion proposée satisfait à la condition donnée , mais qui, 
si cela n’avait pas lieu, exprimerait la r.elation qu’une 
pareille condition suppose entre les coefficiensdej’équa- 
tion proposée. 

, 4». On a vu dans le n° ao5 des É/êmens , que lors- 
qu’une équation avait des racines égales, elle était sus- 
ceptible d’abaissement; c’est aussi ce qu'on peut prouver 
par les considérations précédentes.. 

L’équation ad-f-pr^-f-qa^+rx-f-isQ , par exepiple , 
fournissant*, entre deux quelconques a et b de ses ra- 
cines , les équations identiques b 

u+-J-pia 3 -f- ça 1 -f- ra-f-s=o 
r b* -j- p b 3 -\-q b* -j-rb-\-s =zo , 

conduit à 

<d — M+p (a 3 — b : ) + q (a* — i a ) -f-r( a — b)= o; 
divisant ce résultat par a — b , on aura l’équation 
(f+a'b+ab^ b l -\- p(a*-\-vb-{-b*) -J-q(u-J-i) +/— o , 
qui devient 

4 n 3 + 3 ^ o* -|- 2 ga+r=o, 

Iqrsqu’on suppose a = b: il faut donc que , dan* cette 
li^potb^e , les équations 

M-^-pa 3 -f-qa‘-f-ra-f-s = o 
4 al ~h 3p a' -f- a qa -f- r= o 
aient entre elles un divisedr commun. En suivant cette 
voie , oa parviendrait, avec le secours de la proposi- 
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tion do n° 1 58 dès É terriens , âu résultat du h® 2c5 du 
mime volume. 

On peut encore trouver les racines égales, en consi- 
dérant qu’une équation qui a deüx racines égales êst 
nécessairement divisible par un facteur de là foVrrrè 
x*— ‘- s <t 

par uu facteur dç la forme 

X 3 — 3 <t x* -f- 3 Jt’ x — et 3 , 
si elle a trois racines égales , et ainsi de suite. 

On parvient â urt résultat plus élégant et plus gé- 
néral, Un cherchait ce que devient alors la fonction 
désignée par (//) dans le n° 4- 

Si l’équation proposée est de la forme 

(x— fl) %r'- b}r(x—c)'< X (x— g)(x— fl)=o , 

c’est-à-dire , si elle a n racines égales â a, p égales à b » 
q égales à c, etc. la fonction (vf), qui exprime là-somme 
des divers quotiens qu’on obtient en divisant l’équation 
proposée par chacun de ses facteurs du premier degré , 
devient visiblement égale à 

n{x — a)*"-'(x — b~)t (x-c)* (x-g)(a>-A) „ 

-f-p(x— c)" (X — by-'(X — c)’ <- r — g) (x— A) 

-f-q(x— a)* (x — by (x— c)î“‘. . . (x— g)(x— A) 

-f- (X — «)* (x — by (x — c) ? . . . . (x — fit- 

4- (x--fl)“ (x—J>y (»— c)» (x— t?), 

en observant que les facteurs égaux donnent le même 
quotient, répété un notnbre de fois égal à leur degré de 
multiplicité; et on reconnaît à l’inspection de Cette quan- 
tité , que tous ses termes , ont pour facteur Commun , le 
produit 

Çx — a)* -1 (x— $)*"‘ (x-*c)< — 
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Mais si l’on substitue dans l’expression de la fonction 
(si) les valeurs trouvées pour les coefliciens qui y multi- 
plient les diverses puissances de x, elle deviendra alors 

mx m ~ i -f- (ro — 1) Px m ~* -f- (m — 2) Çx ra— 3 -f- T; 

il suit donc de-là que, quand la proposée aura la forme 
qu’on lui a supposée plus haut , les deux quantités 

x m + Px m ~' -f- Qx m ~* -f- Tx -f- U, 

m x m -‘ -f (m— 1 ) Px m -* 4- (m— 2) Qx m ~ 3 -f- T 

auront pour diviseur commun le produit 

(x — •a)' 1- 1 (x — b)v~ 1 (x— . 
qui renferme tous les facteurs égaux , élevés à un degré • 
moindre d’une unité que dans l’équation proposée. 

42. L’équation 

x 6 -}- px 5 -f- qx* -f- rx 3 -f- qx* -\-px -f- 1 = o 
offre un exemple du cas où la forme même de l'équa- 
tion proposée fait découvrir une relation entre ses 

racines. Elle demeure la même lorsqu'on y écrit - au 
• • • 

lieu de x , et se trouve seulement écrite dans un ordre 
inverse; il faut donc conclure de-là que si a est une de 

ses racines, - en çst une autre. En nommante une racine 

a 

différente des deux précédentes, elle aura encore une 

.correspondante — ; et enGn e étant une racine distincte 

des quatre que je viens d’indiquer , donnera une 

sixième racine On voit par-là que si on désigne par 
e 

a, b, c, d, e, f, les six racines de la proposée, on aura 
entre elles les relations suivantes ; 





« 
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«' 

ab == 1 , cd— i , <f~ l • 

Il n’est pas nécessaire d’employer ici le procédé du 
n° 38 ; car il est évident qu’en combinant chacune des 
racines a, c,e, avec sa correspondante, pour en former 
un facteur du second degré de la proposée, on aura ces 
trois facteurs : 


X*— | 

\ O y 

)*.+ * 

X* I 


) X + l 

X»*- I 


) X + 1 


dans lesquels il n'y a d’inconnu que le coefficient du 
second terme. Si donc on le désigne par z, la quantité 
a ne dépendra que d’une équation du troisième degré , 

dont les racines seront a -f- - > c -f- - , e-f--. Quoique 

Q, Ç 6 

ccs fonctions ne paraissent pas d’abord renfermer toutes 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines, il est facile de s’assurer que celles qu'on 
néglige n'en sont que des répétitions. En effet , en ne 


supposant aucune 

relation entre 

a, b y c , d y e 

aurait 

"V ‘f T 3 *. 


. i 

°+-i 

c+I, 

e + -■ 

a 

c 

, - e - 


d + 3' 

f+j: 


mais puisque dans l’hypothèse établie 


■T V 




rf== : 




•nctionsdelasecondeligne sontles mêmes que celles 
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de la première , et par conséquent l’équation du sixième 
degré , qui donnerait ces six fonctions pour le cas géné- 
ral , doit s’abaisser ici au troisième degré. t 

43. On peut former cette dernière très-simplement, 
en divisant par x 3 tous les termes de l’équation proposé# 

ar 6 -f- p x b -f- qx i -f- rx 3 -f- qx 1 -f -par -f- 1 = 0 , 

et en réunissant ceux qui sont également éloignés des 
extrêmes , ainsi qu’on le voit ci-dessous : 

+q (x+i) +r=o. 

Maintenant si l'on fait x -f- - = z , on aura 

x ; 

(x+i)‘= a *. ' 

# 

x * + a + -T5 — 2 ’» 


OH 

dont on tirera 
puis 


X*+ — — 2, 


ce qui donnera 

^+5x + 5l4-^ = aP-l-i r + 3 (*+Q = **i 

et mettant z au lieu de x + -, il viendra 

x » 


s 3 -** TT =£ 3 — ^ 3z. 

«V 
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Substituant ces valeurs dans l’équation 

xS ^^ + p( X " + ^) + <? ( X + î) + r = °» 

on trouvera • * 

a 3 -f- ( q — 3) z + r — ap = o. 

Lorsqu’on aura déterminé z par cette équation , il no 
restera plus, pour obterir les racinps de la proposée, 
qu'à résoudre les trois équations du second degré 

x* — z'x-f- 1 —o, x* — z"x-f-i=o, x* — z”x-\- 1 = 0 , 

dans lesquelles z , z" , z* , représentent les trois valeurs 

de z , et qui se déduisent de x -f- - œ z 

Les remarques précédentes , sur l’équation 

x 6 -+■ p x 5 qx'i -f-rx 3 -f q x a + px+ f=bo, 

conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
ternies placés à égale distance du premier et du dernier , 
ont les mêmes coelTiciens , et qu’on appelle équations 
réciproques , p^rce qu’elles ne changent pas lorsqu’on y 


substitue - au lieu de x. 
x 


? 


44- Soit l’équation générale d’un degré pair 

x am +px im— 1 -|- q x* m ~* ^-f-qx*-} -px-f-i=o; 

on la divisera par x” 1 , et réunissant les termes également 
éloignés des extrêmes, on auqi ~ T - 

-•+è+é(^ , + î i=:)+ï(«---+ I é5)+-=c. 
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On fera encore x+- ~s, et il ne s’agira plus que d'en 

1 . X 

déduire successivement 




Or, en rapprochant les résultats déjà trouvés, etcalcu^ 
Jant de la même manière quelques-uns de Ceux qui vien-- 
nent après , on trouvera 

, i Y 

x -1 = Z 

4? 

+ — a 

x 3 -j — — z 3 — 3 z 


— = z< — 4z*-f a 

i. • 

x 5 -}- = z 5 — 5 z s -f- 5 z 

et poussant ce tableau aussi loin qu’il sera nécessaire, 
on reconnaîtra , d’après la loi des expressions qu’il 
renferme, que 

*>+ -W--Z”-» 1 

' x n i 1 . a 1.2.3 

n(ra — 5) Q — 6) Q — 7) . n -g ctc 

*" i . a *. 3 . 4 

Il est évident par-là que l’équation proposée du degré 
a m sera ramenée au degré m. 

Si elle était d’un degré impair, qu’on eût, par 
exemple , 

x 5 -4-P'** + <7^ 3 + <7^*+P ;c + i=o, 
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an l’écrirait comme il suit : 

x +p x (x , +,i ) + ?i*(x+ i )s?io, 

ce qui ferait voir qu’elle serait divisible par x-f- 1 ; et la 
division faite , on aurait pour quotient 

3 * + (.p— O-r 5 — (.P— <7— O^’ + CP- O x ’+ 1=0 » 

équation réciproque du quatrième degré. • 

Il sera facile d’opérer sur toute équation réciproque 
de degré impair, comme sur celle du cinquième degré. 

45. Ce qui précède s’applique à l’équation 
y m — * _f_ y m ~* 3 -fy* *f*y -H 1 — c, 

déduite deTéquation y m — 1 =0 divisée par y — 1 , et 
qui renferme les m — x racines de l’unité, différentes 
de 1 ( Elém . x5c) ). Il y a deux casa examiner, savoir <t 
celui où l’exposant est pair, et celui où il est impair. 

Dans le premier , le nombre m — x étant impair- , 
l'équation y"* -1 -f-y m-: “ + etc. =0 est divisible par 
y -f- 1 , et donne pour quotient une équation réciproque 
du degré m — a , laquelle se ramène à une équation en z 

du degré — -. On peut aussi parvenir immédiatement 

à l’équation du degré m — 2 en y, en observant que, 
puisque la puissance m est paire , on peut satisfaire à 
l’équation y m — 1 =0 en faisant y = ±. 1 , et que par 
conséquent cette équation est divisible par 

(y — i ) Cy + » î=y* — *• 

Lorsque m est impair, l’équation 

Y 171 1 y m ~ * -{- etc. = o est réciproque et de de- 

gré pair ; et on en tire une équation jeu z du degré 




* 
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Il suit de-là qu’on peut , dans l’état actuel de 1 Analyse , 
trouver, par la résolution des équations, toutes les ra- 
cines de l’équation y“— 1 =*o, lorsque m ne surpasse 
pas io - , car l’équation y'° — i — 0 peut se diviser par 
y 2 — 1 , et l’équatioÿ du huitième degré qui en résulte 
se ramène au quatrième - , mais 1 équation y" i = — ° 

n’étant divisible que par _y — i , conduit à une équation 
réciproque du dixième degré, qui ne peut se ramener 
qu’au cinquième (*). . . . 

Il est à propos de remarquer que l’on aura toutes les 
racines de l'équation^'' 1 * — l=o, les nombres m et n 
étant premiers entre eux, si on connaît cellesdes équations 
■ y * — i — n et y" — i=o - , car en supposant y m — x, 
l’équation proposée se changera en a." — î = o ; et dési- 
gnant par a l’une quelconque des racines de cette der- 
rière , on aura 

y m — a — O , 

résultat auquel on donnera la forme t m —~ i = o, en fai- 
» ^ 

$ant z—t ÿ' a. 

M. Gauss, dans un ouvrage très-remarquable, i ntl— ^ 
tulé : Disquisitumes Jnlhmeùcœ , a fait voir que toute 
. équation à deux termes , dont l'exposant est un nombre 
premier , ,peut êtée décomposée rationnellement én 
cl'autres équations dont les degrés sont marqués par 
les facteurs premiers du nombre qui précède d une unité 
ce nombre premier. Ce théorème ramène , par exemple,, 
la résolution de l’équation — i — 0 à celle do 
quatre équations du deuxième degré, et celle de l’é— 


f*j T. a considération des propriétés du cercle donne , pour tous t-s • 
degrés , des expressions des racines de l'unité , qu’on trouvera dans 
mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral* 
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quation x'9 — 1 = o, à telle de deux équations du 
troisième degré et d’une du second ; mais pour le dé- 
montrer il faut recourir à des propriétés des nombres, 
que je ne pourrai faire connaître qu’à kl lin de eut 
ouvrage. 

46. Les relations a b =5 1 , c d = cfrzx , qu’on 
avait dans l'exemple du n° 4 2 > peuvent etre regardées 
comme une seule et unique équation commune aux trois 
couples de racines a et b, c et d,e et f-, et si, au lieu dp 
celle-là, on en avait en une autre quelconque entre ces 
mêmes racin.es , l'abaissement se serait effectué par un 
procédé analogue à celui du numéro cité. 

Soit en effet une équation de degré pair 

x*" + Px*"— 4- Ox 2 "- +l' = o t 
- ■ 
et telle qu’ôn ait entre deux de ses racines a et b , une 

équation quelconque , commune avec les couples c et 
d, e et f, etc. Si on fait a -|- b zxz , et qu’ùJa place de 
b on substitue sa valeur d — a daus T équation dounée 
entre u et b, on pourra éliminer a de cette dernière , 
au moyen de l’équation 

« a "-f P tf*-' -j- Qa*"-* . + U— o t 

et l’équation résultante sera celle qui doit donner a'. En 
faisant c 4 - d— z“ , e z m , etc. il est aisé de voir 

qu'on doit trouver pour z" , a", etc. la même équation 
que pour a ' , et que par conséquent z , a" , a* , etc. sont 
les racines de l’équation en z , qui montera au degrén, 
puisqu’il y a n couples de racines qui remplissent la con- 
dition donnée. 

Lorsqu’on connaîtra, v , on aura le deuxième terme 
du facteur du second degré , formé avec les racines » 
et b de la proposée , et qui est 

- as*— fd-f b)x+ab ou x*— z x -\-ab, 

. ' 
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puis pour obtenir a b , que je représenterai par q , ori 
divisera l’équation proposée par x* — z' x-j-q , et quand 
on sera parvenu au reste , on égaiera séparément à zéro 
la partie de ce reste qui multiplie x et celle qui en est 
indépendante ; on se procurera ainsi deux équations qui , 
ne renfermant que la seule inconnue q , doivent néces- 
sairement avoir un diviseur commun, dont on tirera la 
valeur de cette inconnue. 

, Si le procédé particulier qu’on aurait jugé à propos 
d'employer pour l’élimination , avait , en faisant monter 
l’équation finale plus haut que le degré n , introduit un 
facteur inutile ( Elém . 1 gS ) , 1 a véritable équation serait 
alors le diviseur commun de l’équation dont on vient 
de parler et de l'équation qu’on obtiendrait en formant 
ri pr/yi celle d’où dépendent les sommes a-j-b, o-f-c, etc. 
de deux quelconques des racines de la proposée, parmi 
lesquelles se trouveront nécessairement comprises les 
* sômmes des»couplçs a et b, c et d, etc. 

47. On étendra facilement ce qui vient d’étre dit pour 
le cas des racines de l’équation, combinées par couples, 
à celui où elles seraient combinée» trois à trois , dans uü 
ordre particulier. Si l’équation proposée étaitdu degré 
3 n , et qu’on eût , par exemple , une relation quelconque 
entre les trois racines a, b etc, qui subsistât aussi entre 
d, e et f, et ainsi de suite , on ferait a-f~b -f- c—z, et 
mettant pour c sa valeur z — a — b dans l’équation qui 
exprime la relation donnée , on éliminerait ensuite a et b 
■au moyen des équations. 

a 3n + Pa 3 "- + Qa 3n -\ . .. ,-f- U=o, 

b Zn + P 6 5n_I -f- Q b 3n ~* -f-t/=o, 

résultantes de la substitution de a et de b au lien de X 
dans la proposée : l’équation finale en z contiendrait 
t butes les valeurs des sommes a -j-i-f-c, d-f-e-j-f, etc.* 
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dont le nombre est n. Considérant ensuite 'le facteur 
x * — (a-j*À -f- c)x*-t- (ai-f-ac-f-èc) x — abc, formé 
par le6 trois racines a, b, c, et mettant z au lieu de 
a-\-b-\-c,q au lieu de a è -f- « c -}- é c , et r pour abc , 
il viendrait 

x * — zx*-\-qx — r; 

, ce facteur devrait diviser exactement la proposée si q et 
r étaient connus. En égalant donc à zéro le reste qu’il 
laisse lorsqu’on l’emploie dans l’état actuel, et qui ren- 
ferme trois parties, dont la première est affectée d ex 2 , 
la seconde de x , et la troisième est sans x , on aurait 
entre les deux inconnues q et r trois équations; et par 
l’élimination on ^parviendrait à deux équations iinales 
entre la meme inconnue r : le diviseur commun de ce* 

équations donnerait r. 

i • 

Il y aurait beaucoup de remarques importantes à faire 
jur cette partie de la théorie des équations; mais je ne 
puis m’arrêter ici. J’observerai seulement que l’abais- 
sement a lieu, en général, lorsqu’on obtient entre 
les inconnues d’un problème possible , plus d’équa- 
tions qu’il ne renferme d’inconnues , ce à quoi l’on par- 
vient souvent en considérant le problème proposé sous 
plusieurs fices ; on trouve alors entre une meme inconnue 
deux équations finales , qui , devant-s’accordcr entre elles, 
ont un diviseur commun duquel on tire ia solution la 

plus simple dont le problème proposé soit susceptible. 

. . « • 

48. Toute équation qui peut çe décomposer en deux 
facteurs , s’abaisse nécessairement par ce mqj'en ; il 
est donc utile de savoir reconnaître quand cette dé- 
composition peut s’effectuer. Leprocédé indiqué dans 
le numéro 210 des Elcmens, et déjà rappelé plus har t, 
suffit pour obtenir l’équation finale de laquelle doit 
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dépendre la décomposition d’unê autre en deux facteurs 
de degrés donnés , mais je vais revenir sur cette recher- 
che , par une méthode plus simple , fondée sur les 
considérations du numéro i83 des Elemens. 

Soient et, d , y , les trois racines de l’équation 

•* . * ' 5 # 

x 3 -f-Px î -f-Çx-f-fî=o; 

elle sera nécessairement le produit des facteurs x — a , 
x — d, et x — y. Si on la décompose en deux facteurs ’ 

x* -f- A x -f- B et x -f- A ' , il est évident que le premier 
doit comprendre deux quelconques des facteurs rappor- 
tés ci-dessus , et que x -f- A ' , est identique avec celui qui 
reste. Mais on peut combiner les facteurs x — et, x — d , 
x — y deux à deux de trois manières dUFérentes : ainsi 
l’équation proposée pourra subir troi# décompositions 
distinctes; et comme rien n’indique celle qu’on cherche 
en particulier , elles doivent se trouver comprises toutes 
dans le résultat qu’on obtiendra. • 

Si on multiplie l’un par l’autre les facteurs x*j-Ax-f- fl 
et x -f- A ' , et que l’on compare le produit» la proposée , 
on trouvera, pour déterminer les coefficiens A, B et A', 
les équations 

.. A+A' = P, B+AA’ — Q et A' B>=R. 

Quelles que soient parmi les inconnues A , A! et B , les 
deux qu’on élimine, on arrivera à une équation finale 
du troisième degré. 

Cette dernière peut aussi s’obtenir à priori ; car si c’est 
A' qu’qp cherche , la question revient à trouver l’une di s 
racines de la. proposé» , puisque x-\~ A' = o donne 

A' ; on doit donc rencontrer pour équation finale 

celle qu’on obtiendrait en changeant x en A' dans la 
proposée : si c’est A qu’on, cherche , ce coefficient , dé- 
pendant 

j „ ' 

.... ' ' . - ) 

' ■ ’ - ^ 
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pendant de la somme de deux quelconques des racines 
de la proposée, a nécessairement trois valeurs , qui sont 
— O+Æ), + etpar consé _ 

quent il est égal à — zdans l’équation dunuméro 7. Pour 
parvenir à l'équation en B , il faut observer que B est 
le produit de deux quelconques des racines de la pro- 
posée , et qu’ainsi B a trois valeurs, savoir : o/ 3 , cty,( 2 y - 

multipliant donc entre eux les trois Facteurs B ’ a.Q 

B — a.y,B — /Zy t et chassant les lettres a,/ 3 , y on 
aura l’équation demandée. De quelque manière qû’on 
opère, on n’obtient dans ce cas qu’une équation du 
troisième degré , aussi difficile à résoudre que la pro- 
posée. 1 

49 ■ Soit maintenant l’équation du quatrième degré 

x* + Px 3 -f Qx* + R X + S = o, 

ayant pour racines a, fi , y et f ; la décomposer en deux 
facteurs x‘ -f Ax -f B et x* + A'x + B', c’est com- 
biner dèux quelconques des quatre facteurs x a 

x @ > x y > x — ’ 1 ce qui peut se faire de six ma- 
nières différentes. Aussi , en cherchant à déterminer par 
la comparaison du produit des facteurs x“ -f- Ax -f- B 
et x“ + A'x + B', avec la proposée, les cocfficiens A, 
B , A' et B', trouve-t-on, après l’élimination de trois 
quelconques d’entre eux, que l'équation finale d’où dé- 
pend le quatrième est du sixième degré. 

En effet, le produit 

a^+{A + A') x 3 + (B+AA'+B') x* 

-f (A r B + AB' )x+BB', 

* 

comparé terme à terme avec 

' ' '' • H ? 4 ♦‘y- ^ ' ‘ ^ ( 

x+ 4- Px 3 4- Çx* 4- B x 4- S, 



s. 


O 
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donne le# équations 

A + A'z =P, 

B+AA'.-h B'=Q , 

[A’B +AB' = R, 

B£' = S. 

On tire de la seconde et de la troisième 

' ' , A (Q-AA')-R 

A — A' 

a ,_ R-A'(Q-AA') 

A — A' 

Mais la première donnant A' = P — A , on aura 

n A ((? — A {P — A) ) — R • ( 

<iA—P 

b ,_R-(P-A)(Q-A(P-A))' 

B —~ 1 a A— P ’ 

« et substituant ces valeurs dans la quatrième , on obtien- 
dra , après les réductions , 

A ■- 3PA 5 + ( 3 P 3 + a Q ) A*— P( P* + 4Q)A 3 
+( 2 P*Q+PR+Q>—4S)A>—P(PR+Q‘—4S')A 
-4-PQR — P* S — R a z=9 

Cette équation pourrait aussi se déduire immédiatement 
de la formation des cotfficiens A , A! , B , Iï , au moyen 
des racines de la proposée, 

i 

A, par exemple , étant la somme de deux quelconques 
des racines * , & , y. S', a les six val%irs suivantes : 

— (* + £)> — (* + >)» — (* + «0» 

-(* + >). -(£ + <?), -(> + <0- 
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B en a pareillement six, qui sont , 

' <* >, * 

t>, W, >*; 

et les équations qui; doivent donner A et B se formeront 
comme il a été indiqué dans le numéro 7. Il e9t facile de 
voir que les équations en A' et B' seraient semblables 
aux équations en A et B. 

Au reste, quand A et B sont connus, on a 



Il est remarquable que la supposition de P~o fait 
disparaître tous les termes affectés des puissances im- 
paires de A , dans l’équation (/?)-, qui par-là devient 
résoluble à la manière de celles du troisième degré. Les 
commençans verront sans doute avec plaisir la cause de 
cette simplification. 

L’ équation proposée se réduisant alors à 

x* -f- Çx a -}-/îx-j-5 = o, 

ou étant sans second terme , il faut que la somme de 
ses racines, tant positives que négatives, soit nulle; 

, c’est-à-dire , que la somme des unes soit égale à celle 
des autres, abstraction faite du signe; on aura donc 

et + £ -f- y + <f = o , 
d’où on voit que 

* + & = — (>- + < 0 , 

«4-<f = — (£ + >), 

et que par conséquent , dan» cette hypothèse, trois de# 


* 


10 O complément 

valeurs de A sont respectivement égales aux trois autres 
prises avec un signe contraire. Il faut donc que l’équa- 
tion en A soft de 1 la forme 

A e -f- b A* -f- dA % -f- f = o ( Elém. 208 ). : 1 

5o. Sans supposer P —o dans.réquâtion (R) , il suffit 
d’en faire disparaitre le second terme; tous ceux de 
degré impair disparaîtront en même temps, ce qui la 
rendra encore résoluble à la manière du troisième degré. 

En effet le coefficient du second terme de cette équa- 
tion étant la somme des valeurs de A prises avec un 
signe contraire , sera , d’après ce qui précède , égal à 

(3<*-f-3j3 -f- 3> + 3^)ouà— 3 P , 
et pour faire disparaitre le second terme , on fera 
p 

A ~ A" -f- — ( Elém. 209 >, 

d’où . A“ = A — ~\ 

2 , 

mettant pour P sa valeur, et substituant successivement 
chacune de celles que doit avoir A , on trouvera ces 
résultats : 


• -(«+>)+ 1 ± ± + . *,+J = tt±=i = 1 

| * -f- £ 4- y 4- — « — J 

— (fl-f. + -y + * __ *+*— fi— y 

4 | f) -| *+.& + y + y — J 


(0 

(2) 
( 5 ) 

(3) 
00 
0 ) 


\ 
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parmi lesquels ceux qui sont suivis des mêmes chiffres 
ne different que par le signe. Les six valeurs de A" sefont 
donc deux à deux égales et de signes contraires, et par 
conséquent l’équation en A- ne renfermera aucune puis- 
sance impaire de cette inconnue. 

L’équation qui donnerait B serait, dans toutes les 
hypothèses , du sixième degré et complète. 

On voit par ce qui précède que l’équation du if degré 
peut toujours s’abaisser à une du second , au moyen da 
la résolution d'une du troisième. Les coelficifcns des fac- 
teurs -j- Ax -f- B et x* -j- A'x -j- B', étfht détermi- 
nés, la résolution de ces facteurs, considérés comme 
équations du second degré , donnera les racines de la 
proposée : voilà donc une méthode propre à résoudre les 
équations du quatrième degré , et c’est en effet celle que 
Descartes adonnée ; mais elle est particulière à ce degré. 
Son succès tient aux circonstances que nous venons de 
faire connaître d’après Lagrange , et qui n’ont lieu que 
dans le quatrième degré. Les considération» indiquées 
dans le n° 184 des Elémens , combinées avec celle du 
n° 7 et des précédens, font voir quelle ne peut s’appli- 
quer aux degrés plus élevés. 

5i. Ce qui précède ramène encore à la possibi- 
lité de décomposer toute équation du quatrième degré 
dont les coelRciens sont réel*, en deux facteurs réels 
du second , mais par un chemin qui présente quelques 
circonstances remarquables. Je suppose, pour simplifier 
las calculs, qu’on ait fait disparaître le second terme de 
cette équation; l’équation (/{) devenant 

A 6 + a QA^+ (Ç a — 45) A* — 71* = o (TT) , 

son dernier ternie sera essentiellement négatif ; elle aura 
donc deux racines réelles , l’uue positive et l’autre néga- 

3 
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tive ( Elèm . 2 i 4 ). L’expression de B , trouvée dans le 
numéro précédent, réduite à 

” Tl * 

donnera nécessairement nne valeur réelle pour B , et le* 
équations 

A’ = P — A ou A' — — A , et B' =- S 
. B 

en donneront aussi de réelle* pour A’ et B' ; ainsi le» ~ 
facteurs supposés seront réels. 

Il y a cependant un cas particulier où on ne pourrait 
les déterminer par les formules ci-dessus. Ce cas répond 
à R == o ; on a alors 

A = o et Br=. J, 

expression indéterminée ( 'Élém. 69 ). L’ expression 
générale de B se trouve en défaut dans ce cas, parce 
qu’à une même valeur de A , il en correspond deux 
de B ( Elèm. 1 9 1 ) . En effet , si l’on reprend les quatre 
équations primitives, entre les inconnues A, A ' , B et B' , 
on les réduit à 

A'— o, B+B' = Q> BB'.= S, 

à cause de A = o , de P ~ o et de R = o ; en sorte 
que B et Zfsont les racines de l’équation du second degré 

.> B*— QB -f S-= o,* • 

et que les facteurs sont par conséquent 

x*'+B, + # 

ou 
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on les déduirait de même delà proposée , qui devient . 

Qor'-I-'S = o. 

Ces facteurs seront imaginaires si S, étant positive, 
surpasse \ Q* ; mais ils conduisent à d’autres facteur» 
réels. En faisant, pour abréger, 

et résolvant ensuite les équations 
x® -f- a -f - b y' — 1=0, x®-f -° — b )/ — 1=0, 

on aura les quatre facteurs du premier degré 

•x-f-l/ — a — b Ÿ — i fx-j-)/" — a-\-b y — i 

x — — a — b \/ — î ; x — y/' — a-f-è )/ — î 

dont le produit forme la proposée. Si maintenant on 
multiplie entre eux ceux de la première ligne , puis ceux 
de la seconde , on aura deux nouveaux facteurs du se- 
cond degré , 

x*+[V r — a — b {/ — i — ■a-\-b V — 1 } aï 

* • -f* J 

— b y ' — i -j- l/ ~ — a-f-b Ÿ — i J x ) 

. -, + V*Tb> S 

qui , d’après le n° no , reviennent à 

x® -f- x — a a + a l /«“4 6 *+ i/a' + b’, 
x® — x \/~ — 2 a -f- a y a* -J- è* -{- \/ a * + b % , 
et sont par conséquent réels. 

On voit par-là que les facteurs du second degré trou- 
vés en premier beu, n’étaient imaginaires que par l'effet 
d’une combinaison particulière des facteurs du premier. 

4 
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De t évanouissement des radicaux; de la manière dm 
former une équation lorsqu’on a l’expression de sa 

racine. 

5 a. Outre les moyens analogues à celui dont on s’est 
servi dans le n° 186 des Élémens, pour faire évanouir 
les radicaux, il en existe un autre qu’il est bon de con- 
naître; et qui consiste à former en même temps toutes 
les racines de l’équation d’où doit dépendre la quantité 
proposée. 

Pour prendre d’abord l’exemple le plus simple , soit 
x = \/ A ; il est évident que puisqu’un 'radical quarré 
peut etre affecté indifféremment du signe -f- ou du signe 
— , on doit regarder x-= — {/ A comme la seconde 
racine de l’équation d’où dépend la première. Multi- 
pliant les deux facteurs x — Y A , x-f- Y A , l’un 
par l’autre, et égalant le produit à zéro, on trouvera 

• "x* — A — o, 

pourl’équationratîonnelleàlaquelle appartient x= \ÆÂ. 

Si on avait x= Y A , on mettraitsuccessivément dan» 
çette équation les trois racines cubiques de la quantité 
A ( Élém. 15 g), et faisant. pour abréger 

— i + V— 3 — 1 — V — 

a a 

il viendrait 

x=0 
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G« qui donnerait le^acteurs 

s 3 3 

x — V 7 x — a -V / -d, x — B\/j, 

dont le produit serait 

« 

x 3 — \/ A j x 1 + et, ÿ A* j x — «e/2 A I 

~a.\/~Â r + | °' 

+u0l/^J ) 

Mais puisque 1 , « e 1 0 sont les trois racines de 1 équa- 
tion^ 3 — i = o, qui n’a ni second , ni troisième terme, 
il s’ensuit que 

)+et+/3xzo, *+0+et$=O t lX*Xë=*0 =1 > 

et que par conséquent le produit ci-dessus se réduit à 
. x 3 — A = o, 

pomme on devait s’y attendre. 

53. Je passe maintenant à l’expression 

s 3 

x— l/ A •+• y' B. . 

Pour obtenir toutes les racines de l’équation de laquelle 

3 3 

doit dépendre la quantité \/ A+ V B, il faut combiner 
de toutes les manières possibles les diverses expressions 
dont sont susceptibles le* racines cubiques de A et de B. 
On formera ainsi neuf valeurs de x , dont on tirera les 
jeteurs suivans*; • 
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S 3 _ S _ %»_ S « S 

x— y/ A — \/B,x—cl\/Â— \Z~B,x— \/ A— a. \/ B , 

3 S ^ 3 .3 3 3 

CC — et y/ A — * V' B, X—CL \/a—$ \/B, X—H s/~Â—<t V B , 

3 3 3 _ 3 3 3 

x — £ \/~Â — 4 V B, x—^ \/~A — \ /B,x— V^—9, V b i 
si on multiplie ces facteurs entre eux , on parviendra à 
. un produit qui ne renfermera que des fonctions symé- 
triques des quantités * et /S. Ces fonctions s’obtiendront . 
en cherchant par les formules du n® i5, les somme» 

1 -f- <t a +É a , 1 -f- at 3 -f- /S 3 des puissances des racines de 
l’équation j / 3 — 1 =o ; mais ce calcul peut s’effectuer 
d’une manière plus simple , en faisant à chaque multipli- 
cation partielle les réductions qui se présentent en vertu 
des équations i -j-«t-f-/3=o, «t -f- /S — f- <* /S = o, <t/3=i , 
rapportées plus haut, et en observant que <*® = /S et 
<3* = a : l’opération étant finie , il ne restera aucun 
terme irrationnel. 

54- Il est facile de voir que le procédé indiqué ci- 
dessus n’est autre chose que l’élimination effectuée par 
un moyen analogue à celui du n® g. En effet, ayant 
posé les équations àdeux termes t s — A — o , u 3 — B—o y 
d’où il résultent — t—u= o, si on substitue dans cette 
dernière , au lieu de u et de t , foutes les valeurs que 
peuvent avoir ces inconnues , et qu’on multiplie -entre, 
eux les résultats , ils seront des fonctions symétrique* 
des racines des équations f 3 — A~o , u 3 — B = o, et 
pourront par conséquent s’exprimer d’une manière ra- 
tionnelle . t 

En commençant par éliminer t, ce qui se fera en mul- 
tipliant entre elles les trois quantités' 

3 _ 3 _ 3 

x—u—~\/ A , x — u — * \/ A ,'x — u — $\/~À 

«t 

« 
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qui résultent de la substitution des trois racines de 
l'équationi 3 — A—o, dans x — t — u = o, il viendra 


(x— u) 3 — \/ Ai (x — u) 3 -f- <t [/ A A (x — u) — a.$A=x> 

— * VÀ + fi \/ÂH 

-#yÂj v^\ 

résultat qui se réduira à 

(x — u) 3 — A =0. 


Mettant ensuite , au lieu de u , ses trois valeur» 

3 3 3 

\/B, *\/b, fiy/Hà, 

il viendra 

3 3 s 

(x- / Bf—A, (x— «t » / Bf- A, (x — $l/ Ifÿ~~A\ 

* 

développant ces quantités , et faisant leur produit avec 
l’attention de réduire toujours les fonctions de <t et de fi, 
d’après les relations établies dans le n° précédent , oa 
retombera encore sur le même résultat. 

Je ne rapporte point ici le calcul qui serait assez 
long , et je n’ai un peu insisté sur la méthode que parce 
qu’elle a l’avantage de faire voir à priori à quel degré 
doit monter l’équation rationnelle dont on a la racine. 

J’observerai que l’exemple ci-dessus peut encore être 
traité d’une manière beaucoup pins simple , ainsi qu’on 
l’a fait n° 20 ; car si on élève au cube les denjc membres 

3 3 • 

de. l'équation x— V* A -}- \/ U , on aura 

* 

3 3 

x 3 z= A "5 \/ A' B -f- 3 y/ AB* -f- B ; • 



Digitized by Google 


lo8 COMPLÉMENT 

transposant dans le premier membre les termes A et B, 
il viendra v - 

s s 

x 3 — A — B~Z\/ A'B+ 3 V/ AB'-, 

mais 

s s s s j s 

v A'B+ y/ AB*= VAB{ v / A -f y/T) -x \/AB ; 

3 

donc x?—A—B=Zx^AB\ 


«ubant les deux membres de cette équation , on aura 
(x 3 — A — B'fxxaj ABa ? , 
résultat rationnel facile à développer. 


55. On peut, parce qui précède, trouver le facteur 
par lequel une fonction irrationnelle proposée étant 
multipliée, il en résulte un produit délivré de radicaux. 
En effet, si on forme toutes les racines de l’équation 
d’où dépend l’expression irrationnelle proposée , leur 
produit , abstraction faite de son signe , étant égal au 
dernier terme de cette équation , sera rationnel, et "par 
conséquent le produit de toutes celles qui sont diffé- 
rentes de la proposée donnera le facteur demandé. 


3 . 3 

Ayant , par exemple , x a= \Z~Â4~ V~B', « on fait le 
produit des huit autres valeurs de x -, ce produit sera tel , 


3 3 ;* 

qu’étant multiplié pHr y/ A- f-y/ B , il en résultera une 
quantité Rationnelle égale au dernier terme de l’équation 
finale en x, pjqs avec un signe contraire. 

56. Eulgr ayant remarqué que dans les équations do 
deuxième et du troisième degré , sans second terme , les 
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•10, 

3 3 

racines étaient de la forme x ~ ^ A , x= J/ A- f-y/ B , 
conjectura que celles des équations du quatrième et du 
cinquième degré pourraient être représentées par 
4 4 4 s s _ 5 5 

x= V A+ V~B+ V C, x~\/ A-h VB-h VC+ V»> 

et qu’en général la racine de l’équation du degré n serait 
de la forme 

*= V~Â+ V~B + V~c+ V~D + V ~Ë+ , 

le nombre des radicaux étant n — î . 

Après avoir mis ainsi en évidence dans chaque degré 
les radicaux de ce degré, il pensa que les quantités 
A, B, C, D, etc. ne pouvaient renfermer que des radi~ 
eaux d’un degré inférieur ; et ne dépendraient par con- 
séquent que d'équations d’un degré inférieur à la pro- 
posée : mais une observation plus attentive de la forme 
des racines des équations du troisième et du quatrième 
degré, et la difficulté qu’il éprouva à former l’équation 
du cinquième , d’après la racine qu’il lui supposait , le 
déterminèrent à modifier la forme de cette racine. Il 
prit la loi suivante : 

* _ • 

2 ' degré x—A \/u 

3 3 

Z‘ x—A^u-hB^ u m 

4 _ 4 4 

4' x=A \/u-hB \/u t -hCy / u? 

5 5 S 5 

5' x=A y^u-hB y* if-hCÿ u?-hD 

et en général 

• n r» n « n 

x— Ay^ u-h B \/u*-hCŸ' u* -h Dÿ u K ~h V n’ -1 » 
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les quantités A , B , C , D. . . M e t u, étant indéter- 
minées. . • 

Les formules ci-dessus contiennent implicitement 
toutes les racines de l’équation dont elles dépendent. 

Pour le troisième degré , par exemple , la racine cubique 
de u ayant trois expressions , savoir : 

s _ s 3 

V/n, « 1 /u, Æv/u, 

6 on quarré en aura pareillement trois, qui seront 
s 3 3 

l/H*, 

et on en formera les trois racines en combinant chacune 
de ces valeurs avec sa correspondante , ainsi qu'il suit : 

S 3 3 _ 3 3 _ _ 

ac=A \/ u-f-B \/ u % ,x=Aa y' u-\-B&* \/ ii^,x=.Ap> v/ u-^-Bfc 1 u 

Rien n’est plus facile maintenant (7 et i5), que de 
former l’équation d’où dérivent les racines ci-dessus , 
et on trouvera ....... 

x 3 — 3 ABux—A 3 u — JS 3 u % = o. 

En comparant cette ^résultante avec 

^ + F + Î=°, 

il vient 

3 A Bu , q — — A 3 u — B 3 u*. 

Comme il y a dans ces deux équations trois indéter- 
minées , A ,B et A } on peut s’en donner une à volonté. 

* 

Euler a fait A = 1 , ce qui donne B — • — ■ J -. Substituant 

- OU • 


( 

f 
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v 

dans l’expression de q , on obtient ' 


q = — u-f- —, 

7 37 U’ 


et par conséquent 
d’où u=—{q±ÿ' 


n® 

u* + qu= ^ , 


De q = — A 3 u — B 3 u* , on tire 

B 3 u % = — q—A 3 u=—iqzp [/ + \q x ~, 
donc enGn * 


i 


s _ V 

A \Zu=zV — l -q± v/fr-p 3 +i q*> 

3 _ 3 ■■ _____ - 

B\Zu^=\T -^-v/ipS -f-iq*. 

Ces expressions donnent pour x la valeur du n° 16. 

Au lieu de former l’éqnation 

mP — - 3 ABux — AP u — B 3 u? = o. 

« priori, comme je l’ai indiqué ci-dessus, Euler, 
qui conhoissait d’avance le résultat auquel il devait par- 
venir, se sert d’un moyen qui peut être commode dans 
beaucoup d’occasions , pour reconnaître si use expres- 
sion proposée est la racine d’une équation donnée. Il 
•ustitue dans l’équation x 3 -J- p x-f- q =o, au lieu de 
& et de x 3 , les valeurs 


1 . 
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ce qui donne 

3 3 | 

A 3 u-i-3A i Bu \z r û-\-3AB , u j/a* -f- j5 3 u* I . /é>r 

3 3 

-f- pA)/u+ p B {/u* -f-q 

1 

3 3 

Pour que la valeur A \/ u-f-Z? v/ u* convienne à tou» 
les cas de l’équation x 3 -j-p æ -f- q =o ; il faut que 

3 _ 

l’équation ci-dessus puisse avoir lieu, quand même y u 

3 . . 

et u* seraient des quantités irrationnelles différentes. 

Il suit de-là que les termes rationnels doivent se détruire 
à part, ainsi que les termes irrationnels : on doit donc 
avoir séparément 

A 3 u-j-B 3 u , -j-q=o , 3A a Bu-f-pA= o, 3AB*u-f-pB=o * 

les deux dernières équations ne sont autres que 

3^5n-f-p=o, multiplié d’abord par A , et ensuite 
par B. Ce procédé conduit , comme on voit , au même 
résultat que le précédent. 

5j. Je ne suivrai point Euler dans les détails de 
l’application de sa méthode au quatrième degré ; je 
me bornerai à donner l’expression des racines dans 
ce cas , et pour cela , je ferai observer que les racines 
de l’équation y < — 1 = o sont 

y — 3 * y = + V—'î, y=—{/~: 

■ • 

en multipliant par ces valeurs la quantité y u , on aura 
les quatre expressions dont elle est susceptible ; formant 
ensuite leur quarré et leur cube , on trouvera les diverse* 

• expressions 
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expressions de V~ etde fa, et combinant ensemble 
les résultats fournis par une même valeur dey, on aura 

* _ \ i 

*=k ^\/u + B\/u‘ + C\/ü 3 

* *_ 4 _ 

x=z—A Vu + B J/V— Cj/ü 3 

x= A l/ 1 • \/û— B tÆ_. C >/~ . |/£3 

x=—A\/—i . V/ü— fi 

L équation dont on vient de former les racines étant ob- 
tenue , on la comparera à x*+p x* + qx + r =:o- et 
comme on n’aura encore que trois équations, on pourra 
prendre arbitrairement l'une des quatre indéterminée, 
A,B,C,u. Euler fait ici fi = 1 , et parvient par ce 
moyen a une équation du troisième degré en u- niais s’il 
eut tait u— 1 , et qu’il eût voulu déterminer fi’ il serait 
tombé sur une du sixième , et sur une du vingt-qu’atrième 
s il avait cherché A ou C. ' 

58. Euler passe ensuite à la formation de l’équation 
du cinquième degré. Les calculs qu’il est obligé d’effec- 
tuer dans cette recherche sontbeaucoup trop longs pour 
trouver place ici; cependant sa marche est trop élégante 
pour n’en pas donner une idée. 

En désignant par *, 0, y et J, ] e . quatre racines de 
1 équation y 3 — i = 0 , autres que l’unité , les cinq ex- 
pressions de V u seront 

5 * _ 5 _ s 

Vu,'- a. Vu , 0\ /u, y Vu, J'j/ü; 

et formant leurs puissances , en trouvera que les racines 
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de l'équation du cinquième degré sont 

5 5 5 ___ 5 

jc—J[/u-+- Cy/u 3 -+- E\/u + 

5 _ 5 5 5 

x—Act y/u+Bcfÿu'A- Ca 3 \/ u 3 + D «t 4 ^ 

5 5 . S 5 

x= A fi \/ü+ B p l [/ U Â + CP V +DQ 4 V “ 4 

5 _ 5 5 5 __ 

x=Ay \/ u-\-By % \/u* A- Cy 3 ÿ u 6 -\-Dy*y/u* 

5 5 5 5 

x=Af v/û+5^V“*+ CS3 4 -DS*\/u* 

Il serait très-long de former par la multiplication 
l’équation résultante de ces cinq racines ; mais on aura 
(8) ces valeurs 


P — — S, 


_ PS, -f-5 1 . 

V — 

• 

R 

j 

2 

PS, + QS t + S s 

il ! — 

3 

etc. 



Si donc on fait , successivement la somme des cinq 
valeurs de x , celles de leurs secondes , troisièmes , 
quatrièmes et cinquièmes puissances , on en déduira les 
coefficiens P, Q , R, et T, de l’équation 

a? + P^+ Qx 3 + Iïx 1 -t-Sx + T— o , 

• t 

qui renferme ces valeurs. 

En prenant d abord la somme des premières puis- 
sances , on a ‘ . 
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5 

£, = ^(1+* +J8 +y -f <T )\/u 

• 5_ 

+ 5Ci+‘* a + ^ + 3' 1 + <f*)V / “‘ 

5 _ 

+ c (I + *? + P + Ÿ + i 3 )V“ z 

+ D(i + *4+jg4_f 

expression qui se réduit à zéro ( 1 5 ) , ce qui fait voir 
que l’équation cherchée ne doit pas avoir de second 
terme. 

On trouverait de même que $ a , S 3 , etc. contiennent 
les sommes des puissances des racines 1 , a , $ , y et <T , 
déterminées dans le n° i5. 

5g. Pour trouver, d’après le procédé indiqué dans le 
b® 54, l’équation dont la racine est 

* 1» n _ r n 

xz=.A v/u + ü y/u a -f-C \/ u 3 - j- Q\/ u 4 -} -M\Zu*~ l , 

H 

on fera \/ u==y , et on aura à éliminer .y entre les deux 
équations 

y— u — o, 

x— A y -\-B y* -+* Cy 3 -{-Dy* ...•\-My n ~ l . 

L’équation finale ne montera qu’au degré n, et n’aura 
point de second terme ; en la comparant terme à terme 
avec la formule générale 

x n -f- P x n a -f- Q x" — 3 -f -U— o, 

on obtiendra un nombre n — 1 d’équations ; et comme 
il y entrera n indéterminées. A, B , C, etc. u, on 

a 
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pourra se donner une de ces indéterminées à volonté. Si 
on fait, par exemple, u=i , on tombe sur les deux 
équations auxiliaires £ 

y— vt=o, 

*r= Ay + B y' + Cf +Df . . . . .. 

employées par Bezout dans la méthode qu il a proposée 
pour résoudre les équations, et qui revient, ainsi qu’on 
le voit , à celle d’Euler. 

Go. Pour former , par l’une ou par l’autre des méthode» 

exposées ci-dessus, l’équation dont on a la racine, on ne 
rencontre d’autre difficulté que la longueur des calculs ; 
mais lorsqu’on cherche à déterminer les quantité* 
A B C. . . .u , par la comparaison du résultat avec 
l’équation générale du degré n , on tombe dans une 
équation finale, ou une réduite , dont le degré surpasse 
de beaucoup celui de la première. 

Il faudrait examiner si cette équation finale ne con- 
tient pas des racines inutiles à la question, ou si elle ne 
peut pas s’abaisser. Lagrange et Vandermonde , par de* 
moyens assez différens , se «ont occupés de cette re- 
cherche , et ont trouvé qu’on ne pouvait abaisser qu’au 
kixième degré la réduite du cinquième. 

C’est une question qui n’est pas encore résolue , que de 
«avoir s’il est possible ou non d’exprimer la racine d une 
équation par une fonction composée d’un nombre limite 
d’expressions radicales d’un degré égal ou inferieur a 
Celui de la proposée. Si l’affirmative était prouvée , il re- 
sterait des réflexions que Condorcet a faites sur cette 
matière dans le tome Y des Mémoires de T unn , que 1 on 
n’est arrêté dans la résolution générale des équation* que 
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]>ar la longueur des calculs à effectuer. En effet , si la 
racine de l’équation du degré n avait la forme 

x=V-^+ c 

il pourrait arriver que l’équation qui doit donner A 
s’élevât au-dessus du degré n , parce que la valeur de 
cette quantité serait comprise dans celle d’une fonction 
susceptible de plus de n, formes différentes, par les 
diverses combinaisons des radicaux d’un degré inférieur 
à n qui s’y trouveraient contenus. Si , dans ce cas, A pou- 
vait être , par exemple , de la forme 

vh+Vb 

et que A' fût une quantité sans radicaux , ou n’en con- 
tenant au pies qu’un du second degré, l’équation en A' 
seraitnécessairementréductible au premier ou au second 
degré ; et un tel abaissement serait facile à recon- 
naitre. Si A' n’avait pas cette forme , mais qu’il 
y entrât encore des radicaux d’un degré n" , en les 
mettant en évidence et raisonnant comme tout-à-l’heure , 
où prouverait la possibilité de parvenir à une équation, 
du premier ou du second degré , par rapport à l’une des 
quantité contenues sous ces derniers radicaux. Il est 
facile de pousser ces considérations aussi loin qu’on 
voudra, et de s’assurer , par leur moyen , que si l’expres- 
sion de la racine d’une équation quelconque est compo- 
sée d’un nombre limité de radicaux , tant ajoutés ensem- 
ble que posés les uns sur les autres, il faudra nécessai- 
rement qu’en les faisant disparaître successivement , et 
par une méthode qui n’introduise pas de facteurs inu- 
tiles , on parvienne , par rapport à la quantité rationnelle 
qui se trouve placée sous le dernier radical , à une équa- 
tion du premier degré. 
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C’est la fécondité même de l’Algèbre qui augmente la 
difficulté de ces recherches. 'L’équation finale ou la 
réduite qu’on obtient, renferme toutes les valeurs dont 
les quantités A , B , C, etc. sont susceptibles; l’expres- 
sion de l’une quelconque des racines de l’équation pro- 
posée , par des combinaisons convenables des diverses 
valeurs des lettres^,/?, C, etc. devient successivement 
celle de toutes les autres racines; et enfin l’on résout 
souvent en même temps plusieurs équations différentes 
de la proposée , ainsi qu’on l'a vu pour les équations du 
troisième degré, dans le n° îG. 

6i. Il est visible que lorsqu’on prend une expression 
radicale qui ne contient pas autant d’indéterminées que 
l’équation générale du degré auquel elle se rapporte 
renferme de coefliciens, l’évanouissement des radicaux 
ne conduit qu’à une équation particulière : je vais en 
donner un exemple. 

Si l'on suppose seulement 

B B 

x — V a+v b, 

les puissances de cette expression pourront être mises 

sous la forme 

* n n n • 

Va+Vb =y / A-h]/B • 

« n __ h n _ n 

( [/a- f - V By~ \Za*+ \/B *+ a V AB 

n n n n n n n « 

(t/yf-t- VÂ 3 + V~4BW~Â+ V 

Bu n b b n n b 

(y/j+\/By—\/Âi+\/BH4V / Aü(i/Â a +\/ >)+6 Va b* 

n n n n n n n 

( V a+ V'^— Va*+ Vb 5 +5 V aB{ y/ a~"+ \/liï 

-f 1 o Va* b* ( VÂ+V#) 

etc. 


* 
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et si de ces équations on tire successivement les valeurs 

n n n n 

de , y/lP+s/B 1 , etc. au moyen de* 

t 

n n n 

puissances de ( y/ A -f- \/ ~8) et de ^ AB, il viendra, en 
n n v. 

mettant x au lieu de ^ A-\-^B, et b au lieu de AB , 

n n 

\/A+^B=x ' , ; 

n n n 

y/~Â :i +V'B i =x 1 —a y/T> 

n n n 

y/ A 3 - f- \/ B 3 —x* —Zx \/ b 

mn n n 

l/Â~*+\/Bi=xt—4x , \/b- f-a V* 

n n un ”, 

■ v/ A b + \/~B i —x , —Zx? y/ï+Zx y/ b 1 . 

Une induction semblable à celle qu’on a indiquée dans 
le n° 44 > fera voir que 

[/A m + )/~B m =X m ~— X m - a \/b+ 

__ m ( m - 4 )( rn - 5). xm - 6 fa 
1 . 2.5 

Posant maintenant m— n et A -f- B— a , on aura , à 

n n 

cause de y/ ~A" -f- \/ B a = A -f- B , cette équation : 

x*-- x*-i /b +^^ x^b* ? (n r4X? z 
i i . a r r.a.û 

.;„-5Hi.- 6)(»- 7 ) lc 

i.-a. 3. 4 
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dont l’une de ses racines est 

t 

b n 

x = \/~7t + y'~B. 

En la comparant avec les équations générales des 3« , 
4', 5', etc. degrés, on reconnaîtra quelles sontles équa- 
tions de ces divers degrés ayant une racine de la forme 

+ v~b. 

i°. Quand n = 3,ona 

3 

x J -f- px+q= o, x 3 — 3 x [/H — a=o; 

3 

il vient p = — 3 \/b, q = — a, 
d’où b — — ^ p 3 ; 

et comme on a fait 

A ~f— B =: (1 y D 3 b y 

,’ji et B seront les racines de l’équation 

A , + qA—^p 3 = o, 

ce qui rentre dans les solutions du troisième degré , 
données n“. î S et 56. 

a®. Quand n = 4 > on a 

x* + px* + qx-hr = o, 

4 4 _ 

x4 — 4x a yb-\-OL {/ b Â —a — o. 

Ea comparaison de ces deux formules donne 

i ‘ * — 

p=— 4 V/S, q = o, r=a V'é*— a 


/ 
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L’équation q = o est la condition qui restreint l'équa- 
tion proposée ; et lorsqu’elle a lieu , on trouve 

^ = ïf 6 P 4 . a = T P % — r > 

P'— r ) A + rh P 4 == 0 ’> 

l’équation du quatrième degré qu’on résout par ce* for- 
mules , est 

x*+px*-f-r= o. 

3®. Quand n— 5 , on a 

x 5 -f- P ar 3 + q x* -f r x -f- s == o, 

5 _ 5 

x 5 — 5 x 3 [/à + 5 x y 1 b * — a — o , 

d’où l’on déduit 

5 5 

p — — 5 V/Ï . <7 = o, r = 5\/é*, s= — «• 

On retrouve dans ce degré la condition q=o, déjà 
exigée pour le précédent ; et les équation» 

5 _ 5 

p — — 5 \/ b , r = 5 y' b % 

donnent de plus , par l’élimination de b , cette relatiom 
entre p et r : /J®=5 r, 

Lorsqu’elle a lieu il en résulte 

f b— — TpP 5 , a = —s, 

A 1 -f- s A— p 5 = o, 

et l’équation résolue est 

x 5 + p ar* -f* « p* x + * =<*• 

Je ne pousserai pas plus loin cet examen ; mais je 

V 

£ 
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ferai remarquer, i°. que les quantités A et B étant 
données par une équation de la forme 

A 1 — aA-\-b — o , 
la racine de l’équation proposée sera 

» n 

x s a -f- y/ ^ a a — i -f- V ~a — \/ \ a 1 — b , 

résultat auquel on peut appliquer les réflexions du n°ig, 
et qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
lieu dans les équations des degrés supérieurs au troisième 

a». Que l’expression \/ Â -f- \/ B donne en même 
temps toutes les racines de l’équation correspondante , 
lorsque l’on combine deux à deux les n valeurs 

n n 

dont est susceptible chacune des qnantités A et y/ B , 

K * 
n 

de manière que leur produit se réduise à \/ AB ; c’est-à» 

n n 

dire que si l’on prend et j / À et /S \/ B, on ait a. |8=i . 
Avec cette attention, on trouve (t5) que les «valeurs 
de x sont 

n n 

x—a. [/ A+ a. n ~ 1 \/ B 

n n 

x=ce\/'2+ «t n — [/b 

t « » t ” 

x—*?\ /A + «.*-* / B 


n n 

x — *.”-'\/A+*.\/B(,*). 


(* ) Lorsque les équations particulières que je considère ici 
tombent dans le cas irréductible, elles ont toutes leurs racines réelles 
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6a. Les réflexions précédentes doivent faire sentir la 
nature des difficultés que présente le problème de la 
résolution algébrique des équations ; et en les résumant, 
il est facile d’en concl ure qu’il est encore douteux que l’on 
puisse exprimer par un nombre limité d’opérations algé- 
briques, c’est-à-dire, d’additions , de soustractions, de 
multiplications, de divisions, et d’extractions de racines, 
généralement indiquées, les racines d’une équation quel- 
conque , au moyen de ses coefficiens. Dès le troisième 
degré même , pour lequel on a trouvé des formules’géné- 
rales , ces formules deviennent illusoires dans le cas irré- 
ductible ; et la même circonstance, qui doit à plus forte 
raison avoir lieu dans les degrés plus élevés , suffirait 
pour rendre inutiles les formules des racines relatives 
aux équations de ces degrésquand elles seraient connues, 
u On peut assurer d’avance , dit Lagrange , que quand 
n même on parviendrait à résoudre généralement le 
n cinquième degré et les suivans , on n’aurait par-là que 
n des formules algébriques , précieuses en elles-mêmes, 
n maistrès-peu utilespourla résolution effective et numé- 
)i rique des équations des mêmes degrés , et qui par 
« conséquent ne dispenseraient pas d'avoir recours aux 
n méthodes arithmétiques » (*). 

G’est d’après ces motifs d’un aussi grand poids, que 
j’ai cru ne devoir donner dans les Élunens d' Algèbre 
que la résolution numérique des équations, qui u est, 4 


et te rapportent à la division d’un arc de cercle en n parties égales , 
ce qui fournit un moyen très-simple de les calculer , avec le secours 
des tables trigonométriques. (Voyez mon Traité du Calcul diffé- 
rentiel et du Calcul intégral, tom. I.) 

(*) Delà Résolution des équations numériques de tous les de- 
grés (Avertissement, page vin). 
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>i proprement parler, une opération arithmétique fon- 
ji dée , à la vérité , sur les principes généraux de la 
n théorie des équations, mais dont les résultats ne sont 
» que des nombres où l’on ne reconnaît plus les pre- 
» miers nombres qui ont servi d’élémens Ç c’est-à-dire, 
r les coefficiens de l’équation à résoudre ) , et qui ne 
n conservent aucune trace des différentes opération» 
» particulières qui les ont produits. L’extraction de* 
n racines quarrées et cubiques est l’opération la plug 
» simple de ce genre ; c’est la résolution des équation» 
n numériques du second et du troisième degré, dan* 
» lesquelles tous les termes intermédiaires manquent. 

» L’algèbre plane, pour ainsi dire, également sur 
» l’arithmétique et sur la géométrie ; son objet n’est pa* 
n de trouver les valeurs mêmes des quantités cherchées, 
* mais le système d’opérations à faire sur les quantité» 
» données pour en déduire les valeurs des quantité» 
» qu’on cherche d’après les conditions du problème. Le 
» tableau de ces opérations , représentées par les carac- 
» tères algébriques, est ce qu’on nomme en algèbre une 
n formule. ... ». 

On est donc encore ramené , par les remarque» 
d’un géomètre qui a profondément médité sur la philo-' 
sophie des sciences mathématiques , à se demander s’il 
n’y aurait pasune impossibilité absolue de faire dépendre 
d’un nombre limité d’opérations algébriques, la recher- 
che de la racine d’une équation quelconque, ou, ce qui 
revient au même, d’exprimer cette racine par une for- 
mule algébrique. Il serait peut-être téméraire, dan» 
l’état où se trouve actuellement l’Algèbre , de prononcer 
affirmativement sur cette impossibilité; mais ceux qui 
ont parcouru le vaste champ de l’analyse , savent qu il 
est d’autres quantités que l’on ne peut pas non plu» 
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obtenir par un système limité d’opérations algébriques, 
«t pensent sans doute qu’il doit exister entre les gran- 
deurs des relations qu’il est impossible de développer 
autrement que d’une manière approximative et indivi- 
duelle, ou pour chaque valeur en particulier. Il estévi* 
dent que si les racines des équations algébriques sont 
de cette nature, il ne reste qu’à perfectionner les pro- 
cédés arithmétiques propres à leur recherche. 

Viète a sûrement été guidé par des considération* 
de ce genre, lorsque, dans son Trait é de numerosa potes- 
taluni adfectarum resolutionefW a cherché à résoudre 
immédiatement les équations numériques par une suite 
d’opérations purement arithmétiques et combinées entre 
elles, à-peu-près comme le sont celles qu’on emploie 
pour extraire les racines des nombres. Si sa méthode était 
uniforme pour tous les cas qui peuvent se présenter, en- 
»orte que , par une succession régulière des mêmes pro- 
cédés, elle conduisîtinfailliblementàlaracine cherchée, 
lorsque cette racine est assignable exactement en nom- 
bres, et dans tous les autres cas, à une valeur de plus eu 
plus approchée , elle ne laisserait rien à desirer dans la 
résolution numérique des équations, que l’on pourrait 
alors regarder comme aussi complète que l’extraction 
des racines : mais il n’en est pas ainsi, malgré les efiort» 
que Harrijt, Ougtred, Wallis, Pell et d’autres, ont 
faits pour perfectionner la méthode de Viète , elle est 
toujours demeurée très-défectueuse; et Lagrange , en 
dernier lieu, a montré u qu’elle ne peut réussir d’un» 
v manière certaine pour les équations dont tous les 
v termes ont le même signe , à L’exception du dernier 
» tout connu ; car alors ce terme devant être égal à la 
r> somme de tous les autres , on peut , par des tâton- 
» nemens limités et réglés, trouver successivement tous 
» les chiffres da la valeur de l’inconnue jusqu’au «gré 
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» de précision qu’on aura fixé. Dans tous les autres 
r> cas , les tàtonnemens deviendront plus ou mpins in- 
» certains, à cause des termes soustractifs ». 

Lagrange fait voir de plus que l’on peut toujours ra- 
mener une équation quelconque à cette forme , * pourvu 
» qu’on ait deux limites d’une racine , l’une en plus , 
» l’autre en moins, et qui soient telles, que toutes les 
» autres racines , ainsi que les parties réelles des racines 
» imaginaires , s’il y en a , tombent hors de ces limites». 
Mais ces limites étant au moins aussi difficiles à trouver 
que les racines mêmes d#l’équation , la méthode donnée 
dans les Êlémens , n° 22 1 , est préférable £ cette recher- 
che , et en la combinant avec ce qui a été dit dans le 
n° 33 de ce Complément , on aura les moyens de con- 
naître les racines imaginaires aussi bien que les racines 
yéelles, c’est-à-dire , tout ce qu’on peut desirer sur la 
résolution numérique des équations. 

63 . Il suit du n° 181 des Élémens , que , si pour une 
équation algébrique quelconque, il y a toujouffc une 
expression reelle ou imaginaire qui , soumise aux opéra- 
tions indiquées dans cette équation , donne un résultat 
dont tous les termes se détruisent , la même équation 
sera nécessairement le produit d’autant de facteurs sim- 
ples que son plus haut exposant renferme d’unités. La 
résolution des équations des quatre premfers degrés 
fait voir la vérité de cette proposition dans les équations 
même du cinquième , qui ont nécessairement une racine 
réelle ( Élém. 2i3 ). 

Il est visible qu’en général la question se réduità prou- 
ver que toute équation d’un degré pair a au moins une 
racine, soit réelle, soit imaginaire. -La proposition du 
n° 27 montre qu’une pareille équation a au moins deux 
racles quv peuvent toujours être comprises dans une 


Digitized by Google 



DES ÉLÉMENS D’ ALGEBRE. 137 

équation du second degré ayant se9 coeiliciens réels ; 
mais on ne parvient à cette dernière équation qu’en 
regardant la proposée comme le produit d’un nombre de 
facteurs simples égal à l’exposantde son degré; ensorte 
que la difliculté subsiste encore dans son entier. Il était 
nécessaire de l’écarter des Elémens , qui ne doivent con- 
tenir que les notions les plus évidentes ; mais il convient 
de la montrer toute entière à ceux qui ont déjà pénétré 
assez avant dans l’Analyse pour en saisir l’esprit. Si l’on 
n’a pas encore de démonstration complète à leur offrir 
de la proposition dont il s’agit, on peut du moins leur 
donner des raisons assez fortes pour qu’elle ne soit 
plus douteuse. 

« L’esprit du calcul algébrique ( Lagrange , De la 
Résolution des équations numériques , page 116)» qui 
ii est indépendant des valeurs particulières qu’on peut 
» donner aux quantités , fait qu’on peut regarder tout 
« polynôme (a^-j-etc^commeformédu produit d’au- 
n tant de facteurs simples x~a, x — b, x — e, etc. 
r> qu’il y a d’unités dans l’exposant m du degré de ce 
. r> polynôme, quelles que puissent Être d'ailleurs les 
r> quantités a , b , c, étc. 11 

Développons un peu cette remarque. 

La formule x = — ÎP+ P* — <7 > T 11 * repré- 
sente les racines de l’équation x*-)-px-}-q = o, ne 
cesse pas de le faire , quoique cette équation devienne 
absurde ; seulement elle se réduit alors à un symbole 
purement algébrique , qui ne correspond plus à aucune 
quantité existante , mais qui , étant soumis aux opéra- 
tions indiquées dans l’équation, n’en rend pas moins la 
somme de tous les termes égale à zéro. Par cet exemple , 
on doit comprendre que s’il existe pour un seul cas une 
expression de la racine d’une équation de degré pair, 
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cette expression doit encore subsister uonr tout autre. 
Or on a vu ( Elém . 2 i 4 )> que toute équation de degré 
pair a au moins deux racines réelles, lorsque son dernier 
terme est négatif ; mais la valeur de ces racines dépen- 
dant de celle des coefliciens de l’équation proposée , 
doit nécessairement être composée d'une certaine ma- 
nière avec ces coefliciens, ou en être une fonction. 
Quoiqu’on ne puisse pas assigner la forme de cette 
fonction , son existence n’est pas moins évidente ; la 
méthode des séries et le calciil difFcrentiel fournissent 
les moyens d’en avoir des développemens. Cela posé , il 
est visible qu’elle doit encore subsister lorsqu’on y 
changera le signe du dernier terme de l’équation pro- 
posée, et qu’alors elle deviendra la racine de l’équa- 
tion dont le dernier ternie est positif ; elle pourra, par 
ce changement, cesser d’être réelle, mais non pas 
d’exister comme expression analytique ; il sera donc 
toujours permis de la représenter par un symbole qui 
jouira des propriétés communes à toutes les racines des 
•quations. 

On pourrait opposer à ce raisonnement les remarques 
des numéros 67 et 69 des Elémens ; mais on y ré- 
pondrait en faisant observer que les exceptions indi- 
quées dans ces remarques ne peuvent se rencontrer dans 
les équations algébriques à une seule inconnue. En effet, 
ces équations ne peuvent être identiques sans qu’on le 
reconnaisse à leur simple inspection ; et il est évident 
(Elém. 312) qu’aucune valeur infinie n’y saurait satis- * 

faire , lorsque leurs coefliciens sont finis. 

/ 

• • 
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De quelques transformations qui conduisent à la 

résolutiondes équations des quatre premiers degrés. 

64. Le nombre des Inoyens que les algébristes ont 
tentés pour résoudre les équations littérales , est trop 
grand pour entreprendre de les faire tous connaître ; il 
en est cependant encore deux que je vais exposer, 
parce qu’ils sont remarquables , soit par la source dont 
ils dérivent, soit par leur simplicité. Le premier est la 
méthode de Tschirnaüs : en voici une idée succincte. 

La substitution de x -)-a à la place de_y , dans une 
équation en^y, n’est propre qu’à faire düparaitre un seul 
terme, puisqu’elle n’introduit qu’une seule quantité in- 
déterminée a (*) j mais si , au lieu de l’équation hypo- 
thétique y — x -f- a , on prend y*= ïx -f- a -)- b y , ou 
peut faire disparaître deux tenneS de l’équation eni, 
en déterminant convenablement les quantités a et b , 
sur lesquelles il n’y a rien de statue par l’énoncé de la 
question. 

Dans ce cas , l'équation en x n’est pas aussi aisée à 
former que lorsqu’on change seulement y en x -j- a ; 
mais cependant elle est encore du même degré que la 
proposée , comme on peut s’en assurer .par lé procédé 
d’élimination dans le n° g. 

Si , par exemple , on désigne par * , /S et y , les trois 


(*) Ceux qui n'ont pas encore l’habitude de l’analyse croiraient 
Jjcut-ctre gagner quelque chose en supposant e = x-t- a •+ h : mais 
s'ils font le calcul , ils sc convaincront bientôt que la quantité u+b se 
comporte comme si elle était monome, et qu'ils ne peu ent point 
déterminer séparément a et b, ni par conséquent faire évanouir plus 
d'un terme. 
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racines de l'équation y 1 -f- P y* + (J y + R — o, d’a-< 
près ce procédé, l’équation finale en x résultera du pro-» 
duit des trois quantités 

et' — bu. — (a -f- a;) 

/S* — bfi — (a + *) 
y—by — (a + x) 

qui nécessairement ne passera pas le troisième degré; et 
après qu’on aura chassé les lettres u , £ et y connue il 
convient, on aura un résultat que l’on peut représenter 
par 

x?-\-Ax*-\-Bx- f- C= o , 

dans lequel A ,Ji et C seront des quantités composées 
des coefiiciens P , Q et R de l'équation proposée et des 
deux indéterminées a et b. En choisissant parmi ces trois 
quantités, pour les égaler à zéro , les deux qui affectent 
les ternies qu’on veut faire disparaître, on se procurera 
des équations qui donneront les valeurs que doivent avoir 
a et b dans cette circonstance ; et d’après ces valeurs , 
l’équation x 3 -{- A x* -J- fi x C=o sera réduite à 
deux termes. 

La supposition de y 3 — ,x -(- o -j- b y est également 
propre à faire disparaître deux termes dans une équa- 
tion du quatrième degré. En éliminant y , entre cette 
équation hypothétique et l’équation proposée 

y + P y 3 + Qy* .+ Ry -J- S = o , 

par le mêiiie procédé que dans le cas précédent, on 
parviendra à un résultat de la forme 

ad -j- Ax 5 + .fi ad -j- 6’x Z> == o , 

qu’on pourra réduire à trois termes , en égalant à zérrt 
deux quelconques des quantités A , fi , C et D , qui , 
comme ci-dessus , seront données en P; Q , fl, S , a et b. 

Si on voulait changerl’équation proposée en une autre 
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«îui contînt trois termes de moins, l’analogie fait voir 
qù on devrait prendre alors l'équation hypothétique 

y 3 = x + a + by + cÿ, 

et qu’en éliminant y entre cette dernière et la proposée ' 
on trouverait encore, en opérant comme ci-dessus, un 
résultat de Ja forme 

x4 4- Ax? -f B x a -f Cx 4- D = o , 

» * *1- 9 _ 

mais dans lequel on pourrait égaler trois coefficiens à 

f 0,0 , P uls q u ’on y aurait introduit trois quantités indé- 
terminées , a , b et c. 

, Il est facile de généraliser cette marche, et de recon- 
naître qu’en prenant I* équation subsidiaire 

y m — - r 4 - a 4- b y 4- (y * . . . 
on pourra changer l'équation generale. 

y" + p y n ~' + • • -+Uy 4 - r= o 

én une autre 

x* + A x* 1 - + B x n *~ 4 -£ = 0 , 

âans laquelle on pourra faire disparaître un nombre de 
termes égal à m , au moyen des m quantités indétermi- 
née* a, b, c, q. 

, ■ *\ 

.65. Cette théorie semble promettre la résolution des 
équations d’un degré quelconque, et elle offre le moyen 
le plus simple et le plus naturel qu'on puisse desirer pour 
Résoudre les équations du deuxième , du troisième et du 
Quatrième degré ; mais malgré son succès dans ce* 
degrés, elle est inférieure à toutes les autres méthodes 
connpes, par la longueur des. calculs, quelle entraîne. 

Je ne saurais entrer ici dans de grands détails 
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sur ce sujet; cependant, en faveur de ceux qui veu- 
lent connaître toutes les richesses de l’Analyse, je 
vais tracer une esquisse rapide du procédé indiqué par 
TschirnaÜ6. 

En faisant disparaître , par la supposition de .... 
y—x-\-a , le second terme de l’équation_y*-f-Py4-Ç=o, 
on la réduit à la forme x*-\-B—q , laquelle se résout 
sur-le-champ par l’extraction de la racine quarrée , et 
donne a - = ±: — B. En effet, en substituant x-{ a à 

la place de_y dans l’équation proposée , elle détient 

x*-f- aax- f- g* 1 

4- P x -\-aP > = o; 

+ Q S 

et si on égale à zéro la quantité aa-f-P , coefficient de 
x, elle se réduit à 

a' a -j-a*-f-aP-f-Ç = o, 

Ce qui donne 

B = g* + a. P 4* Q ; 
mais de a a 4* P — o , il résulte 

a = —'-P, B=z-\P*+Q, 

Ct par conséquent 

x=±\Z\P*—~Q, 

et y=za-j-x~ — jP± P*—Q. 

66, Lorsque l’équation proposée est 

y 3 4 - p y % + Qy+R=°> 

en prenant y* = x 4* 4" & y > on changera en un» 

autre de la forme 
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a? Aoc* B x C = o , 

dans laquelle on pourra faire disparaître deux termes ; 
et on voit bien que si on égale à zéro les coefficiens A et B 
de ceux qui sont intermédiaires , l'équation , réduite à 
son premier et à son dernier terme , se résoudra par la 
sëule extraction de la racine cubique. Si on effectue le 
produit indiqué pour ce cas dans le n° 64 , et qu’on ex- 
prime par les coefficiens P , Q et fi , dé l'équation pro- 
posée , les fonctions symétriques de a. , (3 et y , que ce 
produit renferme , on trouvera sans peine la composi- 
tion des coefficiens A , B , C , de l’équation en x ; mais 
ces résultats, que lé lecteur fera bien de chercher pour 
s’exercer au calcul , sont trop compliqués pour trouver 
place ici : on en obtiendra de plus simples en sup- 
posant qu’on ait déjà fait disparaître le second terme de 
l’équation proposée. On n’aura plus qu’à éliminer y 
entre les deux équations 

/-f- = y' — x + a +by, 

ce qu’on fera , ainsi qu’il suit , en posant pour abré- 
ger x -f- a ziz m (*). 

L’équation y*=m-J-&y étant multipliée par y , donne 

y*— my -f- éy 1 ou y s =r:7#ty-f-é7n-4-é , y , 

en mettant pour y* sa valeur. Substituant ensuite dans 
la proposée , il viendra 

my -f bm -f- b*y -f- Qy 


(') On laisse toujours les deux quanti «.'s indéterminées a et 6, 
malgré la disparition du second tetmc de la proposée , parce que 
l’équation en x n’en a pas moins un second terme qu’il faut encore , 
faire évanouir. 
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b m -P R 

J ~ — nT+i v + O » 

et mettant cotte valeur dans l’équation 

y= m + b y > 

p t. obtiendra, après les réductions , 

m 3 -i~uQm : ‘- f-Q* j m — fl* ) 

-f (M* \ —bQR l=o. 

—3 bR ( —PR) 

Remplaçant Tes diverses puissances de m par celles de 
x-\-a, ordonnant le résultat par rapport aux puissance» 
de x et de a, comparant avec x 3 -j-Ax‘-j-£x-^-C=o , 
il viendra 

siz~5a -j-uÇ> 

Il=3a % +4Qa + QP—3Rb -fQ» 

( a 3 -(-a Qa*-f- Q ù a-^-QPa—3Rba — RP — fl Qb — fl* 

Si on fait A — o, etfl— o , ce qui produit les équa- 
tions 

3 a-j- 2 Q = o Çi) 

3a*4.4Ça + i*Q— 3fli-f Ç»=»o (a) 

l’équation 1 

X* -f- Ax* -f- B x -f- C= o 

«e réduit à 

x 3 C = o, 
i _ 

x= — y/ C. 

La quantité C sera connue lorsqu’on aura déterminé a et 
h, ce qui est facile, puisque , d’après l’équation (i), on a 
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■valeur qui , mise dans l’équation (a) , la change en 
Qb' — ZRb— ±Q» — o, 

équation du second degré , dont la solution donnera la 
■valeur de b. Je ne m’arrêterai pas à développer l’ex- 
pression de C, ni à tirer les nombreuses conséquences 
qui résultent de cette théorie ; mais on suppléera faci- 
lement aux détails que j’omettrai. 

Lorsqu’on a déterminé a, b etx , il ne faut pas prendre 
indistinctement pour_y l’une quelconque des racines de 
l’équation j ,:, =x -j- a ~^by ; mais on doit, d’après ce 
qui a été dit n“ 192 des Elëmens , chercher le diviseur 
commun qui existe alors entre' cette équation et la pro- 
posée , ou , ce qui revient au meme , substituer les va- 
leurs de a, de b et de x dans l’expression 

bm R b ( x o) -f- R 

y ~~~~ m+i 3 +Q ** ~ ' x-j-a-l-i'-f-tA * 

qui a servi à l’élimination de y. 

67. En passant au quatrième degré, le même procédé 
peut s’appliquer de deux manières différentes • car si 
on changé l'équation. 

+ P y s -(- Qy* -f- Ry -}-&■= o 

en une autre oùlestermes affectés de la troisième et de 
la première puissance de l’inconnue aient disparu , cette 
dernière pourra se résoudre à la manière de celles du 
second degré ( ’Élétn . 160); on peut enfin , comme poyr 
les degrés précédens, transformer l’équation proposée 
de manière que la résultante puisse être réduite à son 
premier et à son dernier terme. 

Dans le premier cas, on n’a que deux termes à fait# 
disparaître -, il suffit donc de combiner l’équation 

♦ y* + p y f + Qy % 4 -Ry + s—o 

4 
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avec l’équation 

y % — x-\-a-{- by. 

En effectuant les calculs nécessaires pour obtenir l'é** 
quation 

- A x* B x? -+■ Cx + D = o , 

et posant ensuite 

A — o , C= o, 

on a 

x 4 -f-Bx*-f-D = o, 

équation qui se résout à la manière de celles du deuxième 
degré. L’équation A — o serait encoredu premier degré 
par rapport aux indéterminées a et b \ mais l’équation 
C — o monterait au troisième : ainsi la résolution de 
l’équation proposée se trouverait ramenée à celle d’une 
équation du troisième degré. Connaissante, b et x , on 
trouverait y, comme dans le numéro précédent. 

Pour changer l’équation 

y* + p f + Qy' 4- Ry + 5=o 

an une autre qui n’ait que deux termes, il faut en faire 
évanouir trois, et par conséquent supposer 

cy‘. 

I e résultat de l’élimination de^y entre cette équation 
la proposée étant toujours désigné par 

x* + Ax* -f- Bx* + Cx -f~ D = o, 

on fera 

A = 0 , 2? = o, C— o, 

pe qui donnera 

CF* -j- D o ; 


Digitized by Google 



DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. l^y 

mais les indéterminées a, b e t c, se trouvant au premier 
degré dans A , au deuxième dans B , au troisième dans 
C , l’équation d’où dépend la valeur de l’une d’ellesmon- 
tera au sixième degré, et sera donc en général plus 
difficile à résoudre que la proposée elle-même : cepen- 
dant Lagrange a prouvé qu’elle pourrait encore se ra- 
mener à une autre du troisième degré. 

Lorsque la proposée sera du cinquième degré , il fau- 
dra nécessairement la changer en une autre qui n’ait 
que deux termes, et pour cela en faire disparaître quatre 
dans la transformée ; mais malheureusement la recherche 
des indéterminées conduira alors à une équation finale/ 
d’un degré beaucoup plus élevé que la proposée , et la 
méthode de Tschirnaüs, de même que toutes les autre» 
méthodes connues, échoue au-delà du quatrième degré. 

68. Le second moyen par lequel je terminerai 
ce que j’ai à dire sur les équations, est celui qu’on 
attribue à Cardan , ou du moins qu’on employa d’a- 
bord pour retrouver l’expression qu’il avait donnée 
de la première racine de l’équation du troisième degré 
sans second terme , moyen que Lagrange a étendu aux 
équations du quatrième degré. 11 consiste à faire..» 
x = u -j-z dans l’équation 

' X 3 + pX + Ç = O, 

afin de pouvoir, en disposant convenablement de l’un» 
des indéterminées u et z, décomposer cette équation en 
deux autres plus faciles à résoudre. Le résultat de la 
substitution de la valeur hypothétique de x est 

u 3 -f- 3 u* z -f- 3 u z* -f- x 3 j 

+ pu -j-pz \ = o; 

4- <7 ! 

parmi les diverses manières dont on peut le partager en 
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deux autres équations , en égalant une de ses partie* à 
zéro, on s’est bientôt aperçu que la suivante 

3u? z 5uz* -j- pu -j- pz == o 
u 3 -f- z 3 -f~ q — o 

était la seule qui pût simplifier la question. 

La première des équations ci-dessus revient à 
(3 us + p) (« -J- z) = o, 
et se réduit par conséquent à, 

3u* ■+■ p= o, 

puisqu'on ne saurait faire u -f- z = o sans supposer 
x = o , hypothèse qui ne s’accorde point avec l’équation 
proposée. La resolution de cette dernière est doi\c ra- 
menée à celle des équations 

o u s -f- p = o , u 3 -f- z 3 -f- q —]p '• 

la première de celles-ci donnant 

P , p 3 

uzz= — k et u 3 * 3 = — — ; 

3 37 

on a 

u 3 -f- z 3 — — q. u 3 z 3 = — —, 

3 a 7* 

et il suit de la théorie de la composition dés équation», 
que u 3 ets 3 seront les racines d’une équation du second 
degré , ayant q pour coefficient de son second terme , et 

, 1 • 
— ^P our son dernier. Si t % + qt — — p 3 = o repré- 
sente cette équation, et que A et B soient les valeurs 
3 î 

de t , on aura u = \/ A et z = y U. Les diverses ex- 
pressions de ces racines satisferaient dans un ordre quel- 
conque aux équations 
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u 3 4- z 3 = — q et u 3 z 3 = — — ; 

I 2 y 

jqais la dernière de ces équations est plus générale que 

uz ■= — If, d’où elle a été tirée : c’est donc dans celle- 
3 

ci qu’il faut substituer les valeurs de u pour obtenir 
celle» de z, ou, ce qui revient au meme, il faut com~ 


— biner chacune des expressions 

Va, 

a\/a, *'Va, 

avec les suivantes : 

I 


V B, 

*V-b, *'\ /T, 


çle manière que le produit se réduise à y AB, ce qui ne 
fournit que ces trois résultats : 

Vl-t v~& 

\ • 3 

<6 V / A + a?\/~è' 

3 3 ^ 

*'\/~Â + A \/ B 


Il est facile de voir qu’en mettant pour « et a' les. 
Valeurs données dansle n° 1 5gdes Elémens, et pour A et B 
celles qui résultentde l’équation t“ -f- q t — ou 
retombera sur les expressions obtenues dans le n° 16. 

Je ferai remarquer à cette occasion que , lorsqu’on 
élève une équation à une puissance , ou qu’on la multi- 
plie par un facteur où se trouve l’inconnue , on introduit 
de nouvelles racines , étrangères à la question proposée. 

6g. On a résolu l'équation du troisième degré 

x* -(- px -f- q = o , en supposant x = u -f" z , on résout 
celle du quatrième degré x* -f -px* -f-qx-f-r=o < 


<■ 


i 
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d’une manière analogue en faisant x =y -f- m -f- z; car 
en introduisant ainsi trois indéterminées , il y en a deux 
qui restent arbitraires , et dont on peut par conséquent 
disposer pour partager l’équation proposée en d’autres 
qui soient plus faciles à résoudre (*). 

De la supposition de x=y + u -f- z, il résulte 
x*=(y -f-u -j-z ) J = y*-\-u.*+z % +a uy-f-ayz-j-aus 

+«* +z ) 4 =C(y , +“ , +i*)+2(“y+^ *+«*)]• 
=(y+“*+zy+4(.y*+“*+i % y<“y+uz+zy)+4(uy-\-yz+uzy 

développant seulement le dernier terme , on aura 

4(uy4^z-f-az)*==^(u 1 y*-f-j' 1 z*+uV)-f-8(uy'*z4-u s yz-f-uyz a ) 

=4(uy+y*i*4.u*z»)4-8uya(^+u-fz); 

ce qui donne 

■X' 4 =(y*+ u % -hz*y+4(y*+ w a -f-0 ( uy + uz+ zy) 

-f 4 (u*y a +j’a* + u*z a ) + 8 uy s ( y + u -f z) ; 
substituant les valeurs de æ , x* et xf> dans l’équation pro- 
posée , elle deviendra 

( y*+«‘+**)*+4Cy*+ u *+**) (uy+uz-j-tj 

4-4(u*y*-f-y*z*-j- u a z‘) -f-8uy* (u-f-y +z) 
4-pÇy 1 +u*-fz*)4-3p(iry-f-uz+zy)-fq(y-f-u-f 

+ r 

A cause des trois indéterminées introduites , on peut pair- 
tager cette équation en trois autres, et la combinaison 
qui réussit consiste à égaler à zéro les termes multiplié» 
par u -f~y -f-z et ceux qui le sont par uy -f- ut -f- zy , ce 
qui donné 

8 uyz +q=o (r) , a (y -f ù* -f z* ) -f p == o (à) . 


(*) Ceci est tire des séances des Écoles Normale» , Leçons , tout- III, 
page 3o6,( première édition }. 
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Par— là l’équation ci— dessus se trouve réduite à 

(y 4 -u*+i*/-f- 4 (uy+_y*z.*+uV)+^Cy*+u*+* a )+p=oC 3 ), 

résultat qui , si l’on y met , au lieu de y 1 + u * + z > sa 

valeur — - tirée de (2) , se change en 
a 

— Ç + 4 ( uy + uV + y z*) + r = o ; 

T 

• f • * 

on a donc , pour déterminer n , y et z , les trois équations 


»(y -f-p=o 

i ou, 1 

P* 

f ce qui 


=os. revient 

*1 

k au 

8nys-f-q=o 

1 même , 


u*-+^'*+» 4 = =— “ 


' 16 


_7l 

"64 


dont la première donne la somme de leurs quarre* , la 
seconde celle des produits de ces quarrés combinés deux 
à deux, et la dernière le produit de tous trois. En se 
rappelant la composition des équations ( Elém . 1 83 ) , on 
voit bientôt que si on regarde les quantités u®, _y 4 et z 
comme les trois valeurs d’une même inconnue t , cette 
inconnue dépendra de l’équation 

* , y+(ïH) , -S = °- 

Désignant par /, m et n les trois racines de cette équa- 
tion, on aura 


d’où 


u“= / , y = m, ** = n, 

ijsz±. [fl, ys=±\/m, *x± [/fl, 


t 
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et par conséquent 

x ±; \/l ±z\/ m ±l y* n. 

fcette formule , dans laquelle on peut combiner comnii 
on voudra les signes , équivaut par-là aux suivantes : 

x = — f- 1/7— f- Vin -f- V n > x — — V'i — V m — V n > 
x=-f -[/T — V m — V n > x — — -\-V n 

* x = — VI — x = + V~l — V m ~\-V n., 

x — — v~i-\~V m — V n > xx= -\-v~L-\~v m — V n > 

et semblerait donner huit valeurs pour l’inconnue x, qui 
n’en peut avoir que quatre ; mais en remontant plus haut , 
on verra que les valeurs de u, y et z doivent satisfaire à 
l’équation 8uyz-)-q = b, dont on n’a employé que le 
quarré. Or, si q est positif dans l’équation proposée, oh 
aura 8xy&= — q; il faudra donc combiner les signe* 

des valeurs u = ± Vh y — — V ,n > z= = — V n > de 
manière que leur produit soit négatif, ce qui ne pourra 
*e faire qu’en prenant négativement ou les trois radicaux, 
oü seulement un, et on n'aura dinsi que les combinai- 
«ons rapportées dans la seconde colonne ci-dessus ; 
mais lorsque q sera négatif dans l’équation proposée , ïl 
«ensuivra 

8uyz — + q; 

et par conséquent il faudra arranger les signes des ra- 
dicaux de manière que leur produit soit positif, ce qui 
exige que tous trois soient positifs, ou qu’il y en ait 
toujours deux pris négativement : de là résulteront les 
combinaisons rapportées dans la première colonne , qui 
seront les quatre racines de la proposée dans le cas cle 
q négatif, tandis que celles de la seconde colonne expri- 
meront Ces râcine* dans le cas de q positif. 
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Si ) dans l’équation 

* + â* + U"^“G 4 °’ 

oh fait t — -}, les fractions disparaîtront par la réduc- 

tion de tous les termes au même dénominateur, et il 
viendra 


s 3 + àps* + (p‘ — 4r) s — q‘= o, 

réduite semblable à celle que l’on a trouvée en z dans 
le n° 17. On se convaincra facilement aussi que les 
valeurs de x rapportées ci-dessus* s’accordent avec 
celles qu’on déduirait des résultats du même n“ 17. 

Du. développement des puissances fractionnaires et 
négatives en séries. 

70. On a vu dans le n° a35 des Élcmens , la 
division prolongée indéfiniment donner naissance à une 
Suite infinie qui exprimait le développement en termes 
mdnomes d’une fraction ; et dans le n° 337, j’ai 
annonce que 1 extraction des racines conduirait aussi à 
des séries. Pour offrir un exemple de ce' dernier cas, je 
Vais extraire la racine quarrée de a a -f- A s , 


— a a 

.A* A4 £ s 

a ~r~ — js— r— etc. 

au 0 a 1 10 a 5 

+A* 

4 a * 

4.Ü4. A* A 8 

/>* 

la — 

aa 

, A* Zd 

an -f — j 

ti ocr 

etc. • 

4«“ 1 8a i b'4 a 1 ' 

etc. 


* 
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La racine quarrée du premier terme étant a , il reste b*, 

b* 

qu’il faut diviser par sa; et écrivant le quotient — à 


côté de a , à la racine , on aura a -f- — pour les deux pre- 

miers termes de cette racine , et — pour le reste ; 

4 a 

b 1 

doublant la racine trouvée, on a a a -J — ; et divisant le 

a 

M M 

reste — par 2 a , on aura un quotient — 3 , qui 

«era le troisième terme de la racine. On vérifiera ce 
terme suivant la fègle ordinaire , et en le retranchant 

de — on aura un reste sur lequel on opérera comme 

*ur les précédens. 


Il serait aisé d’imiter cette opération pour extraire la 
racine d'un degré plus élevé ; mais en considérant les 
racines comme des puissances fractionnaires , on les dé- 
duit plus simplement de la formule du binôme telle 
qu’elle est présentée dans le n* i34 des Elémens. 


En effet, si l’on change [/a.* -f- b* en (a* -f- et 
que l’on fasse m = - dans la formule citée , puis qu’on 
y écrive pour x , b* pour a , il viendra , comme ci- - ; 
dessus , 


a? b* — a - 1 

' 2 a 


bj_ 

8 


b* 

16 a 5 


— etc. 


Cet exemple suffit pour montrer le parti qu’on pour- 
rait tirer de la formule du binôme si l’on était assuré 
qu’elle eût lieu , quel que fût l’exposant m, ce, qu’on 
ne saurait conclure de la pian 1 ère dont on y est parvenu 

dans 
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dans les Elémens, puisqu’elle suppose que m est né- 
cessairement un nombre entier positif. Il faut en consé- 
quence soumettre cette formule à de nouvelles vérifi- 
cations, propres aux différens cas q Ue l’éfo veut v 
comprendre. • 3 

71. Parmi lés différentes preuves qu’Euler a données 
de la généralité de la formule du binôme, la suivante 
tient le premier rang par sa finesse et sa brièveté. 

Il a été démontré que lorsque m est un nombre entier 
positif , on a 

m(m— O fm— 

1 12 + TTa .3 z +etc. 

mais on ignore à quoi répond le second membre de cette 
équation, lorsque m cesse d.etre entier ou positif - ce- 
pendant il est incontestable que , dans ce cas même, sa 
j4eur étant hee a celle de m , il peut être regardé comme . 
le développement d une fonction inconnue de m En 
représentant cette fonction par f (m) , on aura ' en 
general, » 

™(m— O fm-al , , 

1 i-a . + ~T7a73 * + etc - 

Si on écrit n au lieu de m, ce qui est permis , on aura 
de meme ’ 

f(«) == 1 + - z + — + n ( n —Q(n —a) 

1 ia + nrs — a + etc - 

et par conséquent 


f(m) X f(n) = 

| , 4. m (m i)(m — a) . } 

l 1 i-a + T53 ^ + etc.| 

OC«— al . 

1 » î.a 7X3 ~ z 5 +» tc -J 


Digitized by Google 



» 


* 


I4'Ç COMPLÉMENT 

Examinons maintenant quelle doit être la forme de ce 
produit que je désignerai par P. Il est évident que si on 
l’ordonne par rapport aux puissances dez, on pourra 
la représenter par la série 

• 

i ~f~ j4z -f- JBz % —j— Cz 3 — Dz^ — f- etc. , 

et que le coefficient de l’une quelconque de ces puis- 
sances , de la cinquième , par exemple , dépendra de 
la manière dont seront composés l’un et l’autre des fac- 
teurs, depuis le premier terme jusqu’à celui qui renferme 
cette puissance •, car ce^sont les seuls qui concourent à 
la formation du terme que je considère. Mais la com- 
position de ces termes ne change pas, quelles que 
Soient les valeurs particulières de m et de n ; et si elle 
est connue dans un cas où m et n soient des nombres 
indéterminés, elle sera la même dans tous les autres; 
or on sait que lorsque m et n sont des nombres Al- 
tiers, le produit P est égal à 


(>+*)" o + *r, 

eu à (i 


et que 

(i-f-z) m+n = 


m +/i 


(m+n)(m+n— i) 

j — z’ -f- etc, 

1.2 ' 


c’est J à-dire que chacun des coefliciens des puissances de 
z est composé avec la quantité m-f-n , comme les coeffi- 
riens correspondans des facteurs (i-f-z) m et (î -f-z) _ 
le sont avec les nombres m et n : donc le produit./* , 
devant conserver la meme forme dans tous les cas, doit 
répondre en général à f (m-f-n) ; et il résulte de-là que 

f (m) X f («) — f (m -j- «). 
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C est cette équation qui renferme le caractère fonda- 
mental de la fonction désignée par la lettre f , et oui 
en lera connaître la nature. * 

Si I’On change n en n+p, elle donnera 
f («) X + p) = f (m + n + p) . 
et comme 

f 00 X f dp) = f (n + p), 

il viendra 

f ( m )Xf(n) X f(p) = £ C m + n~Lp). 

On obtiendrait une semblable équation , cruel crue fût 
le nombre de fonctions multipliées entr’elles. ^ 

Il suit de là que si l'on prend un nombre k de facteurs 
égaux à f U \ on aura 

f ©x f ©x<D 

)^m, 

puisque - X k = h , et par Conséquent 

m-m. 

Tira,, de par, « d'autre la raciae du degré », 0 „ tou . 

f (D = ( f W>> 

f ®= ( ' +* « 


I 
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'GH—* 

il est donc prouvé que f ou la série 

h h/h \ h/h \/h \ 
,k ,k\k V . . h\k l )\h y 
1 +~ z + • -- - s + TX 3 — 


z 3 -J-ete. 
h 

est le développement de la puissance fractionnaire ^ , 
de la quantité 1 -f- z. 

Passons maintenant au casoù l’exposant est un nombre 
négatif : on a alors 

m -f- n — o, 

mais d’un autre côté 

f (m -f- n) — (1 -f- *)* — i ( Elém . Sj) 
il suit de là que 

f (ni) X f (n) = 1 . 

Mettant, au lieu de m, sa valeur — n, il vient, quelle 
que soit n t 

) f(~ 

et puisque 


f 00 = (i + *)", 


l , 


:(l -fl)-, 


(l +z)> 

il en résulte que f ( — n) ou la série 

, _n n(n-U. ) z ,_n(n-M ^ ^ 

l J. 2 1.2.3 

est le développement de (î -f- z) — ". 
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On passe facilement du développement de (i -f* z ) m 

à celui de ( x -f- a) m ; car si l’on fait s = - , on a 

x 

\ 

V + Æ/ • x“ * 
d’où on tire , 

(x -f- a)" ~x m Çi + , 

et l’on est conduit à la formule du n° i44des Elémens. 

72. La démonstration précédente ne laisse rien à dé- 
sirer du côté de la rigueur et de l’élégance , mais elle 
repose sur une considération bien fine , et par-là bien 
difficile à saisir pour les commençant La suivante , 
fondée sur de simples opérations de calcul, paraîtra 
peut-etre plus évidente à beaucoup de personnes ; elle 
est tiree des Transactions philosophiques ( année 1796). 

L’examen des premières puissances de 1 + x conduit 
naturellement à penser que le développement d’une 
puissance quelconque de cette quantité , doit être de la 
forme 

1 -f- Ax-\- Zîx* -f- Cx 3 -f - Dx* -f- Ex* -f- etc. 


les coefficicns A , B, C, D , E , etc. étant des nombres 
entièrement indépendans de toute valeur de x. II est 
visible d'ailleurs que ce développement ne doit contenir 
aucune puissance négative de x; car s’il avait, par 


exemple , un terme de la forme 


x»’ 


la supposition de 


x— o rendrait ce terme infini ( Elem. 68 ) , tandis que 
la même supposition réduit à l’unité toutes les puissances 
de 1 -f- x. 


3 
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Cela posé, soit 

m 

(1 -f- xy = i + Ax -f- Bx* + Cx* + &x* -f- etc 

on aura aussi 

m , 

(1 +yY = i -f- A y + By % -j- Cf + Z>/ + etc. 
et faisant 

I 

I 1 

(» -f.JC) 3 = U, (l +)') Î =V, 1 

il viendra 

m m 

(i 4 -x) B 5=*“"’, (i -4 -yY — v m , 

et 

* 

ù m -v m =A(.x-y)+B( ^-y^+CÇx 3 -/) 4-D(a4-y*)4-etc. 
Mais si l’on fait attention que 

(i+i)= (i 4-jO = p"« 
on en conclura que 

u" — v" = x — y , 

et que 

n* v w __ A(x — y) B(x'—y') C(x'-y') ^ 

u n — v" x — y x — y x — y 

Or, en vertu du théorème du n* 158 des Êlémens, 
on a, puisque m et n sont des nombres entiers , 

u m — v m — (u — v) (iî m 1 4- u m ~V . . . ,-f-uv"— *4-v m - 1 ) 
U n „n ~[ u vX“ n— 1 4- u" *V .... 4" uv n ~ % 4“ V" - 1 ) 

_çî la division par la quantité x — y s’effectue ; il viendra 
donc, d’après cela. 
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U m — 1 -f_ u m —* v -f. U v '“~ 2 -f- v" 1- 1 

U" — 1 -f- U a ~ “|/ -f- U v n ~* -f- v n ~ 1 

^ +£ (x-fy) -f- C(x*-f-xy-j-y : ‘) +£)(j C y-l 7 jcy+xy+ y») 
+ £ (x 4 -f- a J y -f- xy -(- x_y 3 -fy ) + etc. 

Cette dernière équation devant avoir lieu , quels que 
soient x et y, subsistera encore lorsqu’on fera cl— y, 
hypothèse qui donne 

i+r = i+y, u = u, 

et qui réduit l’équation ci-dessus à (/^) 

ni 

' n = A -j- a Dx -f- 5 Cx * -f- 4 Dx’ -|- 5 E x* 4* etc. 
ou à 

— u m = u n (A -f- 2 ZJx -{- 3 Cx* -f- 4 Dx’ + 5 £x*-f-etc). 

« 

Maintenant si l’on met pour n" 1 et u" leurs valeurs 

• m 

(i -f- x)"et (î -f- x), on aura 

m 

— (î -f-x) n =(i -j~x)(A-j-sBx-y3Cx'-l-4Dx 3 -f-5Ex'--f-ctc.) 


équation qui renferme une condition propre à déter- 
miner les coefliciens A , B , C, D , etc. du développe- 

m • 

ment de (i -f- x)". En effet, si l'on substitue ce déve- 
loppement dans le premier membre, il viendra 

1 — Ax-\ — Bx-{ Cx 3 -) — Dx ♦ -j- etc. 

71 IX Tl IX Tl 

{ . A -f-aBx-f- 3 Cx * -f- 4Dx* -f- 5 Ex* -f- etc. 

-f- Ax-\- aZ?x* -|» 3 Cx 3 -f- /{Dx* -f- etc. 


c 
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Si l’on n’a point perdu de vue que toutes les équa- 
tions par lesquelles on vient de passer , doivent se vé- 
rifier sans qu’il soit besoin d’assigner aucune valeur 
à x, on en conclura nécessairement que leur premier 
membre doit renfermer précisément les mêmes terme* 
que le second , ou , ce qui est la même chose , qu’elle* 
doivent être identiques. Or, pour que cela soit, il faut 
que les termes affectés de la même puissance de x 
soient multipliés dans l’un et l’autre membre par le» 
mêmes coefficiens : on égalera donc les coefficiens du 
premier membre de l’équation précédente à ceux qni 
leur correspondent dans le second -, on aura ainsi les 
équations , 




A = ™, 

U 


aB+A=- A , 

T» 


3C + zB=~B,j 
4D + 3C=-c! 


3E + 4D — --D, 
etc. 


A 

\B — - 


ce qui 
donneia 


c=. 


q-) 


\D 


G- 3 ) 


E = 


\etc. 




On voit par les dernières équations comment les coeffi- 
ciens A , B , C, D , etc. dérivent successivement les uns 
des autres. Si on prend leurs valeurs , ce qui n’a aucune 
difficulté, et qu’on les substitue dans la suite 
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on trouvera 


j;i +*)•=!+ 


- =I + ü x+ ü Sa—Z^+iii — 42 — '* 

1 ». 2 ■ 1.2.3 



e-oe-)(=- a ) 

1 . 2 . 3 . 4 


x* -j- etc. 


J’observerai qu’il n’y a point d’induction dans ce qui 
précède , car toutes les équations qui y conduisent 
«ont symétriques , et la loi de leurs termes est telle , 
qu’on peut en concevoir un aussi éloigné qu’on vou- 
dra du premier. Il faut remarquer aussi que le déve- 

m 

loppement de (1 -f- x)" donne celui de (i + x) m , en 
faisant n=i , et qu 'ainsi la formule du binôme '-se 
trouve démontrée lorsque l’exposant est un nombre 
entier. 


On pourrait encore révoquer en doute la légitimité 
de la formule pour le cas de l’exposant négatif ; mais 
pour la prouver, il suffira de montrer que l’équation {V), 
de laquelle se tire la formule , a encore beu lorsqu’on 
y change m en — m : or, c’est à quoi on parvient en 
observant que 





\f m u m 

1 i m x/ m > 


car il en résulte 


1 / v m — i/ m \ 1 / u m — v m \ 

v m u m \ u" — v n ) sTu”' vu" — v n ) ' 
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U ,n ^ 

et comme parce qui précède , la quantité— devient 


rn u' 


—j- lorsque v — u, on aura pour le même cas 


u~ m — v - " 1 — 1 mu m ~ 1 — m u m 1 

» — x — . 

u n — v " nu"~‘ nu H ~' 

Le second membre de l’équation (V) ne changeant 
d’ailleurs point de forme, on aura 


m \r m ~' 
nu H ~ l 


A -f- %Bx -\-ZCx*-\- 4£>-r 3 4- 5£aH-fetc. 


équation qui ne diffère de (V') que par le signe de m , 
et qui doit par conséquent conduire aux mêmes résultats 
que l’on déduirait de l’équation {V'), en y changeant 
m en — m. 


73 . Pour appliquer maintenant la formule du binôme 
à l’extraction des racines , je vais chercher la racine o c de 

a + b ; c’est-à-dire , développer (a -f- 6)' • En faisant 
m = f dans la formule du n° i44 des Elèmens , et en 
y changeant x en a et a en b , les quantités , 

m a m — 1 a 


m — 2 a 
~~3~ x’ 


etc. 


détiennent 


1 

1 b 5 1 b 

l > Sa' a a' 


t 



3 a' 



b 


etc. 
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et en réduisant , 

1 b 4 b q b 1 4 b 

*’ 5 a' 375 a’ “ ^â’ CtC ' 

En faisant les produits successifs des nombres de cette 
dernière ligne , comme l’indique la formule citée , et 

multipliant le résultat par a' , on trouvera 


(a + i)W U + l - b --±±t + hâl 

K -t- ) ^5 a a . 5“ a*^a.3.f 


1 .4. q b s 


5 3 

a. 3 - 4 - 5 4 a* ' etC ‘ 


Pour employer cette formule à l’extraction appro- 
chée de la racine cinquième d’un nombre donné , on 
partagera ce nombre en deux portions, de manière que 
la plus grande soit une cinquième puissance exacte , 
et on la prendra pour a ; le reste sera b. t 


Soit pour exemple le nombre 260 ; on le décomposera 
en a 43 -f- 17 , parce que 243 est la cinquième puissance, 
de 3 , et on fera 

a =a 43 , b = 17; 

il en résultera 



b 17 
a 243’ 


En substituant ces nombres dans la formule précédente^ 
la racine cherchée sera exprimée par une suite de frac- 
tions de plus en plus petites. Pour l’évaluer , il faudra 
réduire ces fractions au même dénominateur ; mais on 
évitera cet embarras en les convertissant en décimales. 
Dans cet exemple , b étant moindre que la dixième 
partie de a l’approximation sera très-rapide. 
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Voici les diflTérens termes de la suite , formés chacun 
par le moyen de celui qui le précède , d’après ce qui a 
été dit plus haut. 


t "terme. 


a', i X 


17 


5 a 1 2 1 5 


3 %^xa. 5a _ 


4 ^X 3 ,^= 

5 ',CxJ-^-= 
2 5 a 


....+ 1 ,0000000 
^ = + 0,0139918 

B— — 0,00039 u 5 

C= + 0,0000164 

D — o,occoco8 

+ 1 ,0140082 — o,ooo 3 g 23 
— 0,0003923 

+ i,oi 36 i 5 g 
3 

3,0408477 


Les termes qui suivent le cinquième sont trop petits 
pour en tenir compte , lorsqu’on se borne , comme je 
l’ai fait, à 7 décimales. J’ai retranché la somme des 
termes négatifs de celle des termes positifs , et i ai 

Z 

multiplié le reste par a' ou 3 , ce qui a donné 3 , 0408477 
pour la racine cinquième de 260 ; mais quoique le ré- 
sultat ait 7 décimales, on ne peut compter que sur 
l’exactitude de la sixième. 

y 4 - De quelque degré que soit la racine qu on veut 
extraire , on procédera comme ci-dessus , et on ob- 
servera en général que , toutes les fois que 1 on em- 
ploiera la formule ( x + a)"' pour convertir une expres- 
sion en suite infinie , et pour approcher de sa valeur 


» 


Digitized by Google 



DES ÉLÉMENS D* ALGÈERE. J *fj 
il faut que le premier terme x soit plus grand que le 

second a , afin que - soit une fraction , et que tous les 

termes devenant de plus en plus petits, la série soit con- 
vergente. 

y5. Les premiers termes du développement de 
suffisent le plus souvent pour exprimer d’une 
manière très-approchée les racines des nombres ; et c'est 
de là qu’ont été tirées plusieurs formules que je vais 
faire connaître. 

Soit proposé d’extraire la racine m' m ‘ de la quan- 
tité a m -\-b , dans laquelle a est une quantité beaucoup 
plus grande que b. Pour cela, comparant au dévelop- 
pement de (a-(-q) m la quantité proposée a m 4-&, et 
effaçant de part et d’autre le ternie a m , on aura 


b— ma! 


_ , m(m— Q 


TnQn-O(m-a) 


q 5 -f-etc. 


résultat auquel on peut donner la forme suivante : 


i=,(™--' + 2^a-*,+=^Î22W,- + etc.) 


et dont on tirera 

y- 


1.2 7 




. 2.3 


On pourra négliger, vis-à-vis du terme ma""', ceux 
qui sont affectés de la quantité q , si cette quantité doit 
être une fraction assez petite ; on aura une première 
approximation que je désignerai par q ' , etdontfexpres- 
b 

sion sera q ~ . 

7 ma"" 1 . 
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En prenant un terme de plus dans le dénominateur 
de l’expression generale de q , et ne négligeant que le* 
termes affectés de q' 1 et des puissances supérieures , on 
aura 


ma" 


:,X 


, ni - i 

a-i ~ 


„ . . m (7n—i ) . 

mû*"M — -a" 

a 


On mettra dans le dénominateur du second membre, 
à la place de q , sa valeur q ' , qui résulte de la première 
approximation , et il en résultera une seconde valeur 


X 


I 



plus exacte que la première; on pourrait continuer de 
cette manière, mais je me contenterai d'ajouter à ce 
qui précède l’exemple donné par Lambert, auteur de 
la méthode. 


Soit 771=3 et a 3 4-^=4587^G42 , on trouve que le 
plus grand cube contenu dans ce nombre est 454992g3, 

cube de 357; on a donc a 3 = 4^499 3 9^j £ = 3y4^49> 
et a = 357. On obtient ensuite 


, JL 

9 — 3o a 


574549 


a 1071 
b 1 

-g— X - 
0 a a 

ï 


3 a X a-\-q' 

= 549 , 53:121 

340,53221 „ 

3— = < ’' 98 


„ _ _ _ 54q, 552 21 

q ~ 3 ^ X « + g'~ 557,98 
et par conséquent 


10,9764, 
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a + q" =357,9764. 

Ce résultat est exact jusqu’à la quatrième décimale, et 
l’on peut s’en assurer en faisant a = 358, nombre très- 
approchant, et duquel il resuite 

a 3 =45883712 , b -= — 9070 

* _ _ 3870 = _ 8 445o65 

ou 1074 

b 1 _ 8 , 445 cÇ 5 _ , 

~Za â 358 0,0236 = q' 


b 1 8,445o65 

3a a + 4 ~ 357,9784 “ °< 0335 9 l — <?"> 

d’où 

a + q "= 357, 976409, 

valeur qui s’accorde avec la précédente dans les quatre 
premières décimales. 

Si, dans l’expression q' = — - — x - .* 

v m — 1 , 

en met pour q' sa valeur — , il viendra 

ma ' — 1 


d’où il suit 


q. a b 

q = • 

' ama ra -j-(m — 1 )b ' 


a m ±ib -=a: 


2 m u"‘ dx ( m — 1 ) b ’ 


formule à laquelle Haros , attache au cadastre , est par- 
venu sans connaître le travail de Lambert. Il en resuite, 
lorsque m=*a et m= 3 , les expressions suivantes : 
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y/ a* dzb 


2 ab 

C ~4a*±:V 


V/a'ztô=:a 


a b 

ba’dtü" 


76. En faisant m — \ dans les quantités représentées 
par A et par B, à la page 65 ,ellesdonneront,sia sur- 
passe b , des séries convergentes, au moyen desquefîea 
on obtiendra les valeurs approchées des expressions 


(a + i (.a — b \/ — 1 ) J . 


Il viendra 

N 

-jf 1.2 & a 1 . 2 . 5 . 8 b* 

° ( 3 . 6 a 3 3 . fa . 9 . 1 3 a + 

1.2.5.8.11.14 b 6 } 

'3.6.9. 13 . l 5 . 18 a& f 

- r { i b 1.2.5 P , 1.2.5.8.11 b 5 

B— a -, 5 77-r. r--f--r-r ? — r 

( 5 a 5.0.9 a ‘ 5 . fa . g . 1 a . 1 5 a 3 

1.2.5.8.11.14.17 b 7 

— ? — 5 r + e tc 

5 . b. 9. 12. 1D. 10.21 a 7 


et en substituant ces valeurs dans les formules du n'ai, 
ôn aura des valeurs approchées et réelles des racines de 
l’équation du troisième degré dans le cas irréductible. 


Ces séries n’étant convergentes que dans le cas où on 
a b<^a, il faudra en trouver qui procèdent suivant les 

puissances de ^ pour le cas de b^>a, ce qui se fera en 

écrivant les binômes ■ proposées , comme il suit: 

(& \/ — 1 -f- a ) m , (• — b V/ — 1 -f- a ) m . 

Or, 


- y- -B+gitizeçlbv 



I 
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Or, 

b )/—x+a=Q +^=^/ V / =T=( l - J V~^b /“ . 

puisque — ;= — i/ — i ; de même 

l/-i 

- i|/ ^ T+ ‘ c= (— hTSt) X - ‘ ^ 

= (* + X — b V~i> 

donc 

(a-f i v/”) m ==(i \/—i ) m (1 — - b V~ 

(a — b v/— — T ) ra = (— 6 V^—ï^ ) m (t+£ i"*- 

Les développemens des facteurs 

(i— ïV'--iy n et ( i + iV~y* 

se déduiront de ceux de 

(i- b - v/“r et (i + h -\r=rx)«; 

en changeant ^ en il ne restera plus qu’à multiplier 
les séries résultantes par les facteurs 

(b V/— ô m =:i m ( V / ~) m et(— b v/— T) w s=(— i) m ( v/-^7}"\ 

• p 

Pour obtenir (p / — 0“* lorsque m;= £ , il faut cher- 
a. L 
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l. 

cher la valeur de ( \ , etl’élever ensuite àlapuis- 
1 

sauce p. Soit _y=( ou, ce qui revient au même, 

y = ç—iÿï-, en élevant les deux membres à la puis- 
sance a q , on aura 

1 OU y** -f- != O. 

I 

Telle est l’équation d’où dépend en général ( \/ iÿ; 
mais lorsque q est impair, une des valeurs_de cette 
expression est égale à -f- {/—i ou à — >/— 1 , selon 
que q est de la forme 4 l + 1 ou 4 * + 3 Q»8) , parce 
qu’en faisant dans le premier casjr=:— y/— i , et dans 

l’autre y=+V~ l ”> ' on trouve n suit 

de laque (*/=?)*=- Z 11 »- En effectuant les cal- 
culs pour le cas où m — à , on trouvera 


, rHi £ _ f ■ i - 2 - 5 - 8 _Ü £_etc. 1 

f=a ~* > \3ù 5 . 6 . 9 Ù 3.b.g. ia.i5 J 


ü 


i + ït 


2 0“ 


i . 2 . 5 . 8 rr* 


6 6“ 


5 r+ stc - } 


3 . b . 9 . ia 6+ 

et on formera avec ces valeurs un second système de 
formules qui donnera les racines de l’equation du troi- 
sième degré, lorsque 6>a. 

77. On a en général 

(a + 6 \/—'T + (a— b ss 

( m(m — 0 

TT 


sa 


-ij tv° — 1 y — ' — 

b*_ m(m-i)(m-a)(m-5j M otr , 

"a* ' 1 .2.5 . 4 J 
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On peut obtenir pour la même expression d’autres dé- 
veloppemens en séries dont la marche soit plus rapide 
que celle de la précédente, et cela par un moyen fort 
simple. Ln ajoutant l’équation 


(>+î)" 


i -f — t _j_ m ( m — O 
1 a~ r 1 . a ÔF 


avec l’équation 


m(/n — l)(m — a) b 1 * 3 

"î ! g* + etc - 


( 


b \ n 


1 —— b .i m (. m ~ O & 
î a *" i . a ü» 

il viendra 


m(rrv~\)(m — a) b 3 

~i 7~~û 7 3 etc * 


(■+:)'■ ■+(-;) = 

nf , _ i _ Tn (. m O b* , m(m — i)(m — o)(m — 3W x 

N 1 • 2 a* T r. a*, g . 4 ^r+ etc -) 

et si on eût retranché la seconde de-la première on 
aurait eu 


/m b 
\ i a 


b . m(m — î ) (m — a) b 3 

~ . a 3 ? + etc ' 


> 


1 un de ces résultats ne renferme que les termes qui oc- 

cupent un rang impair dans le développement du bi- 

nôme , et 1 autre ceux qui occupent un rang pair. Si 
maintenant on ajoute l’expression de 
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(*+;)'+(-:)■ 


trouvée ci-dessus, avec celle de 

( 1+ y=T)- + (.-^-> 

déduite des séries du n* 28, et qui serait 

/ 77l( 

“ 0—7 


m(m — 1) b % m(m-i)(m-a)(m- 3 ) M 

T* * 


a CC 

il en résultera 


1 . a . 3 - 4 ü+ 


-etc.^ 


=4 (, + . ? ( ^^x^ g. + eK .) ! 

la série du second membre ne contiendra plus que le* 
termes du développement du binôme , pris de quatre en 
quatre , à partir du premier. 

Retranchant ensuite l’expression de 

b\ m . / b 


de celle de 


(■ +;)"+(■-=)' 

0 +^)*+c— :o'- 


on trouvera 
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b\ m 


~ 4 VT7r?-+- 


i . a . 3 . 4 • 5 . t> 


) 


le second membre ne contient encore les termes du dé- 
veloppement du binôme que de quatre en quatre , mais 
à partir du troisième. 

On tire de la première de ces équations 


m(m-i)(m-a)(m-3) fr* 


3.4 


+ etc. y , 




+4(h 

et de la seconde , 


î . a a 


1 . a . 3 . 4 • 5 • K 


-{-etc 


) 


Lorsque l’exposant m sera fractionnaire, les séries ci- 
dessus ne se termineront point ; mais si la fraction ^ 
est fort petite, il suffira de joindre à la quantité... 

, un ou deux termes de la série 


qui vient après : on pourra souvent se contenter de l’une 
ou de l'autre de ces valeurs : 

3 
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• (‘ 

0 

On voit parle signe des termes qu’on néglige, que la 
première doit être plus petite que la vr§ie valeur , et que 
la seconde doit être plus grande. On reconnaîtra donc 
parla différence des résultats obtenus, le degré d’ap- 
proximation qu’on aura atteint. Toutes les formules pré- 
cédentes s’appliqueront à l’expression 

j/ — i) m -f- (a — b \/ — î)”, 
en les multipliant par a m . 

78. Si l’on prend la différence des expressions do 

qu’on la divise par {/ — i , et cp’on y ajoute ou qu’on en 
retranche le développement de 

on aura les deux équations ci-après , dont les seconds 
membres renferment les termes du développement du 


+^= 0 '+(-^= 0 "= 
_*y 4 *n(m— 1) 6» 
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binôme , pris de quatre en quatre, à partir du second et 
du quatrième. 

7M(^=D'-o-^)>o+r 

-(•+=)'“ 

/ml» , m(m-i)(m-2)(m-3)(m -4)i s , „ t _ \ 

4 \l~ a + 1 . a'.'3 . 4 . 5 * + 




b\" 


+ 


(-D 


b\ m i 


m(m — i)(m — a)& 3 , m(m — i)...(/re— 6) b 7 




— * — - — + etc 

3 tr 1 i . a ... 7 a 7 


) 


75. Il est facile de déduire du développement de la 
puissance n du binôme , celui de la même puissance du 
polynôme quelconque (a-f+ + f + ^+ e + etc.). Pour 
y parvenir d’une manière commode, je représente- 
rai, pour abréger, le développement de (a-f-by par 

a" + AaT-'b + Ba°— % b* + Ca’- 3 P + etc. 

Si maintenant on suppose que b se change en b -f- c,' 
le binôme (a -l-b) deviendra le trinôme ( a + b+c ); 
et il faudra écrire dans le développement précédent 

0+0, 0+0“ , 0+0*, etc. 
au lieu de b , , £'* , etc. On trouvera par ces substitu- 


tions. 


V 


S % 
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+£a»-V-fa&c V-fCa’-X + ?f C >-fetc< 

i ( l+oéc 1 ! 

( 4 . c*) (-j_ c 3 ) 

résultat qu’il est facile de continuer aussi loin qu’on 
voudra. Soit donc A r a n ~ n 'b n ' le terme général de (a-f-é) n ) 
il se changera en Aa" - n '(i-j-c)"' , et faisant 

. (i+c)*' = 

fr'+jfb*-*e+B'tr'-+*+ Cb n '~ 3 c 5 . . .+A' / è" / -”"c n "+etc, 

I b"' 

+A'b a '-c 
-f ■£'b a '- t c k 
U aevienara iva'* - ’ > -\-Cb’ , '~ 3 <? 


4 N'b n '~ n "c nl ’ 

4 etc. 

En considérant avec attention ce développement , on 
remarque bientôt que dans chacun des termes qui le 
-composent, la somme des exposans des lettres a, b, c, 
est constamment égale à n , mais qu’ils ont d’ailleurs 
chacun en particulier toutes les valeurs qui peuvent 
satisfaire à cette condition : de plus, on voit que le 
terme général , c’est-à-dire celui qui ne renferme que 
des exposans indéterminés , a pour expression 

A' A'' a 0 '*" 1 ' b n n " c°". 

Je suppose encore que c se change en ( c + d), et 
qu’on ait 

(c + <*)"" = 

4-Æ"ç*‘'-*cf*4- Cc^d ?. . .+A T "c n *'** , d' , "4' etc. 
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en substituant ce développement au lieu de c n " dans le 
résultat précédent, on trouvera que le terme général 
de (a -j- b-\-c 4- d)" sera 

" * N N' N " a" - "' 6 "'“"* c n "- n " d nm ‘. 

Il est facile de continuer ce procédé , et on voit déjà 
que N" g""" étant le terme général du binôme 

(rf-j-e) n *, celui de (a-f- 6 -f-c-|-d-{-e) n sera 

N N' WN" a n ~ n ’ b n '~^ a c n ” — n " cl n "~ n " l< c n> " . 

Il ne reste plus , pour avoir chacun de ces termes géné- 
raux, qu’à substituer , au lieu des coefliciens N, N', N" , 
N" , etc. leurs valeurs. 

Puisque N est le coefficient du terme a n ~ m ' b" ' , dan» 
le développement de (a-f-i), on a 



( n — n ' -fi) 

f 


( Élém . i 40 - 


\ 

Si on écrit au numérateur et au dénominateur tou» 
les facteurs compris entre 1 et n — n' inclusivement, 
la valeur de cette expression ne changera pas, et ou 
aura alors 


jV : — 1 - ' a ~ " 

r . a n' X 1 - a n — n' ' 

« 

On déduira N' de N en changeant n en n' et n en n* 
il viendra donc 




1 . a . . . n"X» • a 




<?> 




on aura de même 


17 ® 


# 


2V" = 


COMPLEMENT 

i.a • n " 

1 . 2 . . . n*Xi . 2 . . . n" - »" ’ 


A™ 


1 . 3 . 


n 


1.3., .2 . . . n“ — n 


En faisant le produit N 1\' N” A'* , avec l’attention d’ef- 
facer tous les facteurs communs à-la-fois au numéra- 
teur et au dénominateur, on trouvera 


N N' K" iY* = 


î .2.3..^ n 

1.3.. (n-rrt')X i .2 . . (n - n") X i . a . , Xl»'- (ri“-n") i ■ a . • n"" ■ 


n — n —p 
— n" —q ' 
Soit fait pour abrégera n* — n m — r 
\n“— n"— s 
" =t 


en ajoutant ces équations, il viendra 

p + q + r + s + t = n, 

et l’on aura 


— : & y c r & e < , 

i.2...pXi-2...qXi.a„.rXi-2...JXi-2... £ 

pour le terme général de (a-f-i+c-f-rf + e)" : de là 
il est facile de déduire celui de la puissance n d’un po- 
lynôme quelconque. 

Avec le terme général, on formera le développement 
cherché, en observant qu’il doit contenir toutes le» 
puissances, depuis o jusqu’à n inclusivement, de cha- 
cune des lettres a, b,c } d, e , etc. et que la somme des 
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exposans dans quelque terme que ce soit, doit toujours 
être égale à n. Quant au coefficient numérique , la for- 
mule précédente fait voir comment on le déduit des 
exposans du terme qu’il afTecte. 

Pour donner un exemple, je prendrai 
(a-f-ô-f-c-f-rf) 5 . 

I 

En ordonnant le développement de cette puissance par 
rapport à une même lettre, je suppose que ce soit a , 
on n’aura plus qu’à chercher tous les termes qui doivent 
contenir chaque puissance de a; la manière dont je 
vais former ceux qui sont affectés de à 1 , fera voir com- 
ment il faudrait s’y prendre pour toute autre puissance. 

J’écrirai 

a 2 b 3 0 “ • 3 a 1 d 3 

(f /)“ c o 1 c’ d 

c* b* d a* c d 1 

a 1 b c* 

■ a? b c d 
, n 3 b d x 

Je ne m’arrêterai pas à former les coeffieiens , 
parce qu’il n’y a aucune difficulté à cet égard, en se 
rappelant que toute lettre qui ne porte pas d’exposant 
est censée en avoir un égal à l’unité. 

Si n n’était pas un nombre entier positif, la condition 
exprimée par l’équation p-f-q-f-r-f-s-H pourrait 

paraître difficile à remplir; mais on évitera cet inconvé- 
nient en donnant au polynome.a-f-i-f-c-f-J-f-e-J-etc. la 
forme d’un binôme dans le développement 

duquel on substituera, au lieu des puissances de .r , qui 
seront nécessairement positives et entières, celles du 
polynôme 6 -f-c-f- c/— |— e— f-etc. 
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80. Oa pourrait faire usage des formules précédentes 
pour développer l’expression 

( a + bx -f- car* -f- dx 3 -{- )“ 

suivant les puissances de x; mais on y parviendra d'une 
manière plus simple , en supposant 

(u-f-éx-j-cx^r/x 1 -}-...)"— A-\-Bx-\- Cx*J- ZLr’-f-etc. 

A, B , C, D , etc. étant des coefliciens indéterminés , ce 
qui donne aussi 

(a-f-iy-j-ry'-f-tfy’-f. .af-j-Æy-f Cy t -\-Dy s -\- etc. 

•t faisant pour abréger 

a -f bx -t- ex 1 + dx 3 +....= u , 
a + by + cÿ*+df -f . . . . = y, 

on trouvera * 

n" — v" B(x — -y) -j- C(x % — y 5 ) -4- D (x 1 — y'") -f-etc. 

u — v b (x — -y] -J- c (x a — y ) -f d (.c ! -y ’) -y- etc." 


Les deux termes de la fraction du second membre de 
cette équation sont divisibles par x—y ; en effectuant 
la division , on trouvera 

B -f- Ç(x -t-y)-t-/?(x*-}-ay-t-y !> ) -f-etc . 
c (x-fy) + d (x*-f-xj-f/) -f-etc- 


Si on fait x —y , on aura en même temps u = v ; et 
le développement se réduira, dans cette hypo- 

thèse , à mt n ~* , quelle que soit n , ainsi qu’on le con- 
clurait facilement du n° 73, et l’équation précédente 
deviendra 


n (a -f bx -f ex* -f dx 3 -f etc) 


B-\-s Cx-f 3 Dx*-f-etc. 
6-f aex -f-ûd.r'-f- etc. 
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mais 


a+kc-j-ca^-j-cix 3 -}- ... 

A4 Bx 4- Cx4 4- Z)J -f. etc. 

- a -t- bx -f ex* -f- dx' -f- etc. ‘ 

par l'hypothèse ; on aura donc 

n(A+£x 4 Cg^-f^+etc .) /?+aCx4-3/?x*4 etc. 

a -j-bx-t-cx*-\-dx t +etc. ~~ b -f acx-f-Sifx* 4 -..." ’ 
et chassant les dénominateurs, 

n(A+£x+ Cx*+Dx 3 -i-Ex4+etc.)(b+!2cx f 3Ær*44ex 3 4 etc.) : 
' Cx-\-'5Dx*-\-^Ex i -\-etc . ) (a-f-bx-f-cx^-f-dx 1 -J- ex^-etc .) 

faisant les multiplications indiquées, il viendra 


nb A -f- nbB 
^-ancA 


x-(- nb C 

x 2 4 * nbD 

x 3 + nbE 

■j-anc B 

4-2 ncC 

-f-a neD 

-\-ZndA 

-j-3nd£ 

~\~3ndC 


-j~4 ne A 

-\~4 ne B 



~\-3nfA 


Ix^-f-etc.' 


raB-f- saC 

x-j-3aD 

r* -f- 4°E 

x 3 4-5 aF 

\ + bB 

+ 2 bC 

+ 3 bD 

+ 4bE 

— < 

+ cB 

-f-a cC 

43 cD 

J 

f * 

+ d£ 

-f ~o.dC 




4 - èB 


[.r^-f-etc. 


En comparant les coefficiens des puissances homologues 
de x, on trouvera 


aB~nbA 

2 aC=(n — 1 ~)bB-\-uncA . 

3a D=(n-n)bC+(un-i)cB+3 n dA 

&E~(n—3)bD+(2n—d)cC+(5i>-i)dB+4neA 

5aF~(ji~4)bK+(zn—3)cD+(3n—a)dC-{-(4n--i)eB-4-SnfA 

etr» 1 J 
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La loi de ces valeurs est facile à saisir : tous lescoef- 
ficiens B , C , D , etc. seront déterminés lorsque A sera 
connu ; mais on voit qu’il exprime la valeur du dévelop- 
pement lorsque x=o , et dans ce efis , la fonction pro- 
posée (a-(-èx4-cx ! “-f-(ir 3 +. ...)"se réduit à a n ; on a 
donc A = a”. 


En calculant d’après cette valeur , celle des lettres 
Ii , C , D , etc. on trouvera facilement que la puissance 
n du polynôme a-j-bx -f- ex 3 -f- dx 3 -f- etc. a pour ex- 
pression 


1 . 2 

-J- na n ‘ l c\ 


< n - 'ï^ bc \ 


L . 1 


+ 


na n ~'d\ 


n( n -i)(n-9.)(n^ )^- iU 

' i . a . 3 . 4 


l-i , n(n-i)(n-a)(n-3)Q»-4) fi „. s , 5 W 
* * î.a. 3. 4*5 ‘ 


+ 

n(n-i)(n-a) a „.3 èv 

1.2.1 

1 + 

7l(/l-l)(7l-2) (n-3) 
1 .2.3.1 

+ 

r ( n '° a~bd 
1 . 1 

) + 

n(n-i)(n-a) 

1.2.1 

+ 

1 . 2 

+ 

n(/i-i)(«-2) 
1 . 1 . 2 

+ 

' 

na”-'e 

+ 

n(n-i) 

1.1 


* 


7i(n-i) 

. 1 . 1 


c a >-f- etc. 




Moivre , qui donna le" premier la formule précédente , 
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Ht aussi remarquer laloi suivant laquelle on peut former 
chacun des termes qu’elle contient; mais comme je 
n’aurai pas occasion de l’employer fréquemment , je 
ne m’arrêterai pas davantage sur ce sujet. J’ob- 
serverai seulement qu’il n’existe point de fonctions 
algébriques qu’on ne puisse développer par ce qui pré- 
cède ; car les plus générales ne sauraient être que des 
combinaisons de monomes ou de polynômes élevés à des 
puissances positives ou négatives , entières ou fraction- 
naires. 

De la sommation des séries dont le terme général est une 
Jonction rationnelle et entière du nombre de leurs 
termes. 

81 . J’ai donné dans le n° 229 des Élémens la somme 
des termes d’une progression par différences , 

a, b,c, k, l, 

dont la différence était <P, et le nombre des termes n ; 
je suppose maintenant qu’on élève chacun des termes 
de cette série à une même puissance , et je vais considé- 
rer la série 

a m , b m , c” k m , l m . 

On forme d’abord le développement de ces quantités 
en élevant à la puissance m chaque membre des équa- 
tions 

bzzz.a~\~ £ } Cr^zb -f- S ' . • • . . Izzz li -j— / , 

et on a 




Digitized by Google 



*•**•4.1* 


COMPLÉMENT 

a” -f- — a m ~ '$ -f- mSlH Q a m ~ * J 1 -f- etc. 

i 1 . a 

4* + — à"—/ + A—* J» 4- etc. 

1 î . a 1 

c w -f- — c m ~‘ J' -f c m ~* 1* -f- etc. 
i î . a 


J" = A- + — A"- 1 <T 4- A" 1 — <T* -f etc. 

î 1 . a 

En ajoutant respectivement entre eux les premiersetles 
féconds membres de ces équations , effaçant les termes 
communs aux deux sommes, et transposant a'"' dans la 
première , il viendra 

a w = —i (a m -'+b m -'+c m -'...+k m -') 
l 

_|_ m ( m ~\ ) j » ..f-ft"—») 

mÇm- i)(m-g) J3 i ,.+k m ~ s ) 

i . a . 3 
-f- etc. 

a +4 -f-c -f-A-f-/ = >5i 

c’ + i* 4-c» -f-A a + / 2 =5, 

l 



on aura 

a -\-b -f-c -}-A =5, — l 

+ k*z=S t — /* 


c >» -f-A"'=5 ra — / m ; 

1 et 
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*7 7 

en 


et d’après cette notation , l’équation (1) se changera 

+- ?~' 3 K T ) ja ^-'- i )+«tc «. 


Ce résultat contient une relation entre les diverse* 
sommes S,, S a , S m _, , et fera connaître la der- 

nière lorsque les autres seront données. 

Supposons d’abord m = 1 , il viendra 

l- a=f(S 0 —l>); 

01 v S e = a'-i -è° + c°. ... + k° +l°~ nt 

on aura donc 

i — a = (n — 1 )/, 

ou bien’ 

^ =# + («— i)<f, 

ainsi qu’on l’a obtenu n® 228 des Élémens . 

Faisant ensuite m= a , on aura 

P— 0+^(À— *)J 

« l — 'CL 

et en mettaht -y- pour S 0 — t°, on trouvera 
d’où 


S — a' + tl+fa _ 

a J’ Ï7 


et comme l— a-f-J'=n<f, on obtiendra 

fl- M 
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o __«(^+c) 

2 J 

de même que dans le numéro 229 des Élàmens. 

La supposition de m =3 donnera 

P—a 3 = 3 J (5 a — /’) + 3 <T* (S, — Z) + «T » (5*,,— f ) ; 

substituant dans cette équation pour S 0 — l a et S , — l , 
les valeurs trouvées ci-dessus , elle deviendra 

r 6^(5,— / a ) -f-5«TÇZ a — g*) — f»(i — g) , 

2 

et donnera 

5 _ /3+ a (/»-a 3 )-3 < f(/’-o») + t r»(/- g ) ; 

6 <f 


2 (Z 3 — n 3 )-f -3 <f(Z*-f- a 4 ) -4- J*(Z — e) 
— : 


Il est facile, en continuant ainsi, de parvenir aux 
valeurs de S3, S it etc. 

82. Thomas Simpson a donné aussi un moyen très- 
simple pour obtenir immédiatement la somme des puis- 
sances semblables des termes de la progression par diffé- 
rences, et qui revient à-peu-près à ce qui snit: 

t j (a+l)n. 

La somme des premières puissances étant 6= — - — • 

devient ^ n* + — ° ^ n, lorsqu’on met pour l sa va- 

leur a-f- (n — 1) <T ; l’analogie porte à conclure de là 
que la somme des puissances du degré m peut être ex- 
primée par 

Jn.** 1 -f Bn m -f- Cn’^-' -f Mn> 
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les lettres A, B, C,. . . . M , désignant des quantités in- 
dépendantes de n ; on aura donc , dans cette hypothèse , 

An m +‘ + Bn m + Cn m ~ * -f Mn = 

a<f) m +(<*-)_(«_ 

Mais si l’on augmente la progression proposée du terme 
a-f-rel consécutif — : i ) . le nombre des 

termes deviendra alors » -J- 1 , et substituant ce dernier 
au lieu de n dans le premier membre de l’équation ci- 
dessus , o.i trouvera . 

) m +(a+af) m ...+(a+(n-i)J') m -t-(a+n ) m ; 

retranchant de cette dernière équation celle qui pré- 
cède , il viendra 

..... (a-f -n< l') , ‘- 


En développant les deux membres de ce résultat , it en 
les ordonnant par rapport à n , il prendra la forme 

g±L^„. + +etc; 


+ 


— Bn*-' + 
A 1 


+ 


a . a . 3 

m(m. — 1) 


a . n 
m — 1 


Bn m - % -f-etc. 


— C/»'"'» ,+ etc. 


=l ra n m -j- — cS n r'n m -'-\-'^^ — ^ * 4 -etcv 

1 1 1 . a 1 


Egalant entre eux les coeiliciens des termes semblable* 
de chaque membre , on aura 
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1 

1.2 1 1 


(m-j-i)m(m — i) ^ mQ — m ~ 1 c _ m C TO — 0 a ,j„^ 

1 . 2.0 ’ ft ’ " 


1 . 2 


(m-fi)m(m-i)(m- 3 ) , m(m-i)(m- 2 ) D , (m- i) (771-2) „ . m -2 „ 

1 .2 .3.4 — ^ + “ 7 T 5 TI"" /?+ — T 7 r~ c +-r D 


_ 7n(m- 1)0-2) g , Jm ^ 
1.2.3 

etc. 

d’où on tirera 

^ <T m 

■" ,,,- ‘ , 

m 1 

ü = a/—- 2 ±i> 


C=^a*J“— — — Æ- 
2 2 


(m-f-i)m 
‘2.3 ^ 


r> m ( m — 0 _jrm-3 m ~ 1 ^ 0+0^0— 0 , 

2.3 fl C 2.3 2.3.4^* 

etc. 

Si dans ces formules on fait successivement m=i , 
nt^a , m=3 , etc. que l’on substitue dans l’expression 
Ari** r 1 -|- Bn m + etc. les valeurs qu’elles donneront pour 

les coefiiciens A, B, C, et que l’on désigne comme 

ci-dessus , par S, la somme des premières puissances , 

S % celles des secondes , S2 celles des troisièmes on 

trouvera 

■ c ^ a . aa— <f 
Oit=-n H n 

. 2*2 


c J* , 2 a<T— /* . 

n* 

3 2 


6a*— 6af-M* 


„ P i t l 2aJ* — i 3 j , 6a* J — 6al*4-i 3 , 

4, ? „■+ 


2a 3 — 


/» 
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83. Je ne pousserai pas plus loin ces valeur» , mai» 
}‘en ferai l’application à la progression formée par la 
euite naturelle des nombres 

■ 1.2.3 n. 

Dans cette progression , 

a=i, «f = î , l=n , 
et par conséquent 


So=n = 

_ n* 4- n 

a 

- 2n 3 -f-2>7l a -f-7l 

n 

»(»+0 

a 

n ( n +0( 2ra -H) 

6 

1 . a . 3 

-- — = 

n»(n+i)* 

4 

etc. 

4 


84- Au moyen de ces formules, on peut trouver la 
somme de toutes les progressions dont le terme général 
est exprimé par des puissances entières et positives 
de n. * 

En effet, si le terme général d’une série était a iif, la 
quantité a ne changeant point , il est évident que la 
somme de cette série , dont chaque terme se tire de l’ex- 
pression a n* , en faisant successivement n— 1 , n=a, etc. 
serait 

1 p . a -f- a* 1 Il . a -f- 3 P ■ a -f 4 P ■ <*•••• • + n* a 
= (iJ-+a? + 3* +4? -f n?) a=aS f . 

Il suit de là que la somme de la série dont le terme 
général est anf-^bn 1 , a pour expression aS p -\- bS^i 

3 


183 COMPLÉMENT 

car chacun des termes de cette série est la somme des 
termes qui se correspondent dans les séries dérivées de 
a nf et de b n*. 


Enfin le terme général étant an * -f- èn’ — en', la 
somme seraaS ? + à 5, — cS r , puisque chaque terme de 
cette dernière suite est égal à la différence entre les 
deux termes qui se correspondent dans la série dérivée 
de anf A- bni , et dans celle que donne cn’\ et il est 
évident qu’on doit obtenir le meme résultat en faisant 
la soustraction terme à terme, ou en prenant la différence 
des deux sommes respectives. 


85. Soient pour exemple les suites 


1 


a .3 . 4 • • • 


n 

7 


* 


1.3.6.10.. 

1 . 410 . 20 . . 


w(n -<-i) 

1 . i 

n(n-fi) (n4-a) 
1.2.3 


etc. 


qui contiennent les coefficiens des termes du dévelop- 
pement des puissances négatives du binôme , et dont 
les termes généraux sont les coefiiciens relatifs à la puis- 
sance — n. 

La première est la progression par différences dont le 
terme général = n , et est égale par conséquent à 

n*4-n_ n(n-f-i) 
a a 

La seconde , dont le terme général est 

n(n l 1 ) n 1 4 - n 

1 . a a 


f 
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peut être considérée comme la moitié de la somme des 
suites 


. 1+4 + 94-16 +n* 

1 -{- 2 -J- 3 -j“ 4 "f* n. 


La somme de l’une étant Su— ~^~ n , et celle de 

c # 
1 autre S, = , on aura 


Sa + 5 , n 3 + 3 n* + a n n (n -4- 1 ) ( n 4 -a ) 

a 6 1 . a . 3 


La troisième suite proposée, ayarft pour terme général 
n(n+i)(n + a) n 3 + 3 n*+ an ,, 

î.a.o b 

poser en trois autres , dont les’ termes généraux seront 

.. n 3 3 it* a» .. . , 

respectivement g- , -g- , -g- -, et il est aisé de voir que 

les sommes de ces suites auront pour expressions ^ , 

g C ' q C 

-g-î , , et que par conséquent celle de la suite 


proposée sera 

5 3 + 55 »+a 5 , n*+6n :l + 1 1 n*+6ra »(n+i)(n+a)(n+ 3 ) 

6 a4 * 1 . a . 3 . 4 

Les suites que je viens de sommer font partie de 
cellesqui sont comprises sous la dénomination de nombres 
figurés , à cause de leur rapport avec certaines ligures 
de géométrie. On voit que la somme de chacune 'est 
la même chose que le terme général de la suivante; 
ensorte que la seconde est formée des sommes par- 
tielles de la première , la troisième l’est de celles de la 
seconde , et ainsi des autres. 


4 
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Des séries récurrentes. 

86. On a vu ( Elém . s35) la progression par quoi» 
tien*. 

a -j- aq -f- aq * ~f~ acf -f- etc. 
naître du développement de la fraction — - — : ceci cou-. 

W 

duit naturellement à examiner les séries qui peuvent 
résulter du développement d’une fraction quelconque. 

Supposons d’abord qu’on ait la fraction ~ r_^ y — '» pour 

la développer, on j^ut se servir de la formule du binôme , 


puisque -, = a (a' + b' x )~\ ou bien encore 

supposer que 

- j — — p— — A ~f~ Bx m j~Cx 3 -f-Dx 3 -j-JEx^~j- etc. 
a-j-bx 

les lettres A, B , C, etc. désignant des coefficiens indé- 
terminés. En multipliant les deux merubi es par a' -f- b'x, 
et passant tous les termes dans un seul, on aura 
a A-t-dBlx-)- a' Cix*-)- a' Dïx 3 -^- etc. ) _ 

— a + b'A I + b'B\ +b'Cl + etc. l = °‘ 
cette équation devant avoir lieu , quelque valeur qu’on 
donne à x, il faudra égaler séparément à zéro les coefli- 
«Sens de chaque puissance de x , ce qui donnera 

A c' 



d’où 


\ c =-7*’. 
|n=-ÿC. 
i. etc. 
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et on voit que chaque coefficient de x , de la suite 
J + B x -j- Coç? -f- Dx 3 -f- etc. est formé , dans le cas 
actuel de celui qui le précède , multiplié par la quantité 
■y 

« — -7 , ou que chaque terme est le produit de celui qui 
le précède par — 

Soit encore 


-^L^— =lA + Bx+ Cx* + Z>x’ 4 -e to. 

en opérant sur cette fraction comme sur la précédente , 
il viendra 1 


a' A ^ -a! B 

x-j-a'C 

x % -f- a D 

— a -f- b' A 

+ b'B 

+ b'C 

-b 

+c'A 

+ c'B 


x? -j- etc. 
+ etc. 
+ etc. 


; o ; 



d’où < 


A = Z 

(C 


B - 
C = 
D- 
Letc. 


b' A 


— c' J— b' B 


■ c‘ B — b' C 


Ici chaque coefficient, à partir du troisième , est detetv # 

miné.parles deux qui le précèdent, multipliés respecti-! 
s y y 

yement par le? quantités — — -7 , et par conséquent 
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chaque terme de la série se forme des deux précédens, 

• • . • OC* }/ oc • 

multipliés respectivement par V > —■ 

Enfin soit pour dernier exemple 

+ A + B* + Cx>+ Dx 3 -f- etc. 


on trouvera dans ce cas que le coefficient d’une puissance 
quelconque de x dépendra des trois qui le précèdent , 

multipliés respectivement par les quantités — ^7 , — ^7 , 

— —, , et qu’un terme quelconque de la suite sera» formé 

par les trois précédens , multipliés respectivement par 
d'x 3 c'x* b'x 

V~' â~* ~V 

\ 

Il estfacile de conclure des exemples ci-dessus, qu’une 
fraction rationnelle de la forme 


a -f- bx -f- ex* -f- px m ~' 

a + b'x + c'x* + p'x m ~ l -f- q'x n * 

engendrera une suite dans laquelle le coefficient d’un 
terme quelconque dépendra d’autant de coefficiejis pré- 
cédens qu’il y a d’unités dans le plus haut exposant du 
dénominateur. Il faut cependant observer que cette loi 
n’a lieu dans la série qu’ après autant de termes qu’il s’en 
trouve au numérateur. 

r . , q' <T c' b' 

Les quantités — -, , — ^7, — ", , par 

lesquelles il faut multiplier les coefficiens des termes qui 
précèdent celui qu’on cherche , portent conjointement 
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le nom A' échelle de relation; et la relation constante qui 
existe toujours entre un même nombre de termes consé- 
cutifs de ces séries, les a fait appeler séries récurrentes. 
On peut se proposer pour ces séries , comme pour les 
progressions, les deux questions suivantes : i°. Déter- 
miner l’ expression d’un terme quelconque , indépen- 
damment de ceux qui le précèdent, ou le terme général. 
fl°. Trouver la somme d’un nombre quelconque de termes 
de ces suites. La deuxième question est la plus facile à 
résoudre ; aussi commencerai-je par celle-là. 

87. Soit^ + 5 +C + Z> /f + L, 

une série récurrente , dont chaque terme ne dépende 
que des trois qui le précèdent; cet exemple suffira pour 
montrer comment le procédé s’appliquerait àtout autre. 
La nature de la série proposée fournira les équations 
suivantes : 

pA-\-qB-\-rC-\~sDr=zo 
pB - f qC-\-rD-\-sE-=zo 
pC + 9 Z) + rZ? + s F= o 
pD-\-qE +rF-\-sG^= o 


pH -\-q I -f -rK-\-sL = 0. 

En prenant la somme de ces équations, il vien- 
dra 

p{A+B+C+D +ff)+q(B+C+ £>...+ /) ) 

+ r( C + Z) + X)+*(D + 0 )S~ ’ 

et si on désigne par fia somme de tous les termes de la 
série proposée , on aura 

p ( / - I - K - L ) + q (/_ A - K - L ) 1 
+r(f—A—B—L)+s(f—A — B—C)) ’ 
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d’où on tirera f — 

p (I+K+L)+q(A+K-\-L)-\-iiA+B+L)+s{A+B+C) 

P+<l+r+s 

On yoit par conséquent que la somme demandée ne dé- 
pendra que des trois premiers ternies et des trois der- 
niers. 

88. La même méthode , due à Thomas Simpson , fait 
connaître aussi la fraction d’où la série proposée tire 
son origine. Il faut pour cela considérer cette série 
comme indéfinie , c’est-à-dire , faire abstraction des der- 
niers termes. Dans cette hypothèse, le nombre de» 
équations 

pA-i-qB-]-rC + sD = o 
pB-\-qC -f- tD-\-sE — q 
p C-\-qD -f- tE -f-s F = o 
p D -f- q E r F-j-j G ™ o 

etc. 

devient illimité ; en les ajoutant ensemble on a 
p[A-$-B-^~ é?-|-.Z}-{-etc.)-}-q(Zi-f-0-f-Z?-|-etc.) 
+r(C-{-D-j-etc.)-|-s(D-4-etè.) 

ce qui donnera 

pf+q(f-S)+r<J-A-B) + s(J-A-B^C)=o , 

si on représente par /"la somme de tous les termes de 
la série continuée à l’infini , ou , ce qui revient au même, 
la fraction qui l’a produite par son développement. De 
cette équation , on tire 

ç qd -\-r (A-\- B)-\-s(A B C) ' 

p + q + r+s 

Soit , par exemple , la série 

i +aa:-{-8x ,, -f-a8x 3 -f-ioox^4‘ e tc. 
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dans laquelle chaque terme est formé des deux précé- 
dons , multipliés respectivement par a x“ et par 3 x , 
comme on peut s’en assurer en remarquant que 

8.2*= i xax a +axx3x > 28x 3 =2xX2x a -f-8x*x3x, etc. 
on aura 

A— 1 , B — 2 i, C= 8 x*,Z)= 28 x 3 , etc. 
C=ax ! ‘A-\-'3xB j i — 2 x*A — ZxB-\-C-=o 
Z>=ax a iî-f- 3 xC >ou< — 2 3? B — 3 x 6 '-j-£)=o 
etc. J (etc. 

ce qui donne 

p — — îx*, q — — 3 x, r~ 1 , s — o, 

et — ax* — 3 x-f-i 2 x*-^- 3 x — î ’ 

et si on développe en effet cette fraction , on retombera 
sur la série proposée. 

8g. On peut aussi tirer du n° 86, indépendam- 
ment de la considération de l'infini , l’expression de 
la fraction génératrice d’une série recurente. Dans ce 
numéro l’équation 

- r -^^—=A+Bx + C^+ etc. 

ayant conduit aux suivantes : 
ci A — a— o 
dB-\-b' A — i=o, 


«i on substitue dans la fraction 


a-\-bx 


, l çS 


d-j-b'x-f-c'x* 
valeurs de a et de i données par ces équations,, on 
obtiendra 

a'A + ^a'B + b' A)x A +( B +j A ') x 

o'-f-i'x-f-c'x* b' 


*->(* • • 1 - 


! +^*+^** 
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et si on fait —,=q' t . % —p’ , on aura 

CL Cl 

A + (B+q'A)x 

Ici la fraction génératrice ne contient plus que les coeff* 
ficiens des deux premiers termes de la série proposée, 
et les deux termes de l’échelle de relation des coeffi- 
ciens, de cette série pour lesquels on .a 
p' A *f- q' B «f- C = o 
p B -j- q C -f- D ~ o 
etc. 

Dans l’exemple du numéro précédent, 

A — 1 , B = 2 , 
p =— *a, q ™— 3 , 

et par conséquent 

A-\- ( B -f- q'A)x 1 — x 

q'x -f- p' x* î — 3x — ax* ’ 

comme ci-dessus. . 

On construirait de même des formules pour re- 
trouver la fraction génératrice des séries récurrentes 
dont l’échelle de relation contiendrait un plus grand 
nombre de termes. 

Ce qui précède suppose que la série proposée soit 
ordonnée suivant les puissances d’une même quantité 
* a:; si l’on avait la série numérique 

1 -1“ a ^ 8 -f 28 — f- 1 00 4* etc. 
il faudrait prendre à sa place la suivante : 

1 -J- nx -f- 8x* + a8x 3 -f- ioo.j44- etc. 
qui rentre dans la série proposée , lorsqu’on fait ar= 1 . 
En rapprochant ceci de l'expression de S m+n , obtenue 
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n° 5 , on verra que les sommes , S m+t , Sm+ 3 , etc. 
des puissances des racines d’une équation algébrique, 
font une suite récurrente ; et on trouvera facilement la 
fraction dont elle dérive. 


go. Passons maintenant à la seconde question, qui a 
pour objet la recherche du terme général. Pour donner 
«ne idée de la manière dont elle peut se résoudre , 
examinons quelques-unes des séries récurrentes les plus 
simples. La première est celle qui tire son origine de 

la fraction a , , , et qui revient à une progression 
a -j-o x 

b' x 

géométrique dont la raison serait 7- , et le premier 


terme % ; il est facile de voir, d’après cela ( Èlérn . a 3 i), 

que le terme général , celui dont le rang est marqué 
par n , doit être • 



le signe supérieur aj»nt lieu lorsque n — 1 sera pair , et 
le signe inférieur dans le cas contraire. 

On donnera à ce résultat une forme plus simple , en 
cl o! 

faisant £, = <*,, -p- — «t; la fraction proposée, la 

série qui en dérive et le terme général de cette série 
deviendront alors 


et et e&T , du? , OX? 1 

z+ï’ ;'~"Z'+z r ~ etc ’ et— ’ 

gt. Vient ensuite la série qui résulte du dévelop- 
a -J- bx 


pement de la fraction 


d-\-b‘x- J- c'a" 


.. i 


fraction qu’on 



faisant, poüf 


lgü 
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a . b 
' -7 H — 

c c 

peut écrire comme il suit : —, ^ — 


d b' 
c c 

abréger, p=£, y r=z *'> ~r = & > elIe *• 


changera en • 


n-X-^x 


Si p et q désignentles deux 


al |8'x -t- x*' 
racines de l’équation du second degré x+<t'=o , 
la quantité x-\ -a! sera le produit des deux fac- 

teurs x — pet x — q ; on aura donc 

et 4- Q X et 4— (3 X 

et - f- (S'a- -f- x* (p — x) (q — x)‘ 


Il est naturel de penser qu’une fraction dont le déno* 
minuteur est composé de plusieurs facteurs simples, 
peut résulter de la réduction au même dénominateur, et 
de l’addition des fractions ayant ces facteurs simples 
pour dénominateurs ; et c’est ce qüi se voit de la ma- 
nière suivante. On suppose 

et + @X P ^ 1 

(p— x) (q — x) " p— x q — x 


P et Q étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes de x ; en réduisant au même dénominateur les 
deux fractions du second membre , on trouve 

*-f-/3x=(Pq+Qp) — (P + Ç)x, 

ce qui peut avoir lieu , quel que soitx , si et=^Pq-\-Qp) 
et (Sr= — (P-J-Ç) ; et pour remplir ces conditions , il 
suflit de déterminer, parles équations ci-dessus. Us 
quantités P et Q : on trouvera 

p — n—t+iÊ. 

p — q’ V p — q‘ 

Au 
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Au moyen de ces valeurs , on aura 

« 4 gx P ^ . 

et' -f-tZ'x-f-x* p— x q —x ’ 

et comme chaque fraction du second membre peut se 
développer dans une série ordonnée suivant les puissances 
de x , il s’ensuit que la somme des termes qui se cor- 
respondent dans ces séries, sera égale au terme qui 
occuperait le même rang dans la série résultante de 
la seconde fraction ; le terme général de cette dernière 
s’obtiendra donc en ajoutant ceux des deux premières, 


qui, d’après ce qui précède, seront 


Px n ~ l Qx n ~' 


. Il 


P 9 

suit encore de-là que la série résultante de deux pro- 
gressions par quotiens , ajoutées terme à terme , est ré- 
currente. 

93 . Dans le cas où on aurait p=q , c’est-à-dire, où 
les deux facteurs du dénominateur seraient égaux entre 

eux , on ne saurait décomposer la fraction 

en deux autres de la forme car on trou- 

p-x p — x 

Verait 


*4 -p# 


j a 4 -pli , 


et on voit que cela doit être ainsi , parce que les deux 
— — — ; , s’aj outantimmédiatement , ne 


fractions • 


p—x p — x 
peuvent donner qu’un résultat , semblable à chacune , 
et non pas semblable à la fraction proposée : il 
faut donc alors tenter une autre décompositipn. On voit 


d’abord que la fraction 


• /Sx 


vantes : 


* 


/Sx 


(.x—pY 


équivaut aux deux sui- 


(x pY ’ c x—py 


- 4 et que la dernière, en s’écri- 

N 



. i 


J 
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. . Æ x . , 

vont ainsi : X revieht a 

x — p x — p 


puisque 


on tire de là 

(x—pY 


r^-x (.+-£-), 

E p ■ \ X pj 

_fL . =1 + 

x — p 1 x — p 

* , * , P 0 

(x— p) 1-r x-pf (x— p ) 1 

«* 4 - ffp fl 

(p— x)* p— X* 


Nous voilà donc parvenus à substituer à la fraction pro- 
posée deux autres fractions dont les numérateurs sont 
indépendans de x. Le développement de la première est 


(*+/2p)(p— x) — ■ — ^7— ( , +y+-ji r+-p ~+ etc J 

série dont le terme général est évidemment 
( a -f- /S p ) n x*~* 

P* " ' p"" 

et celui de la seconde fraction étant exprimé par 

fix n ~' , 

— — il en résultera 
P 

C na + fn— i)flp- 1x»" 

p“ J p*" 

pour le terme général de la série donnée par la fraction 
a. -f- flx 
Cx— p) 1 ' 

g 3 . Il me reste encore un cas à examiner, celui 
où les racines de l’équation 3? -{-fi'x = o sont 
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imaginaires. Les facteurs x — p et a: q devenant ima- 

P x n ~ l . Q x* ' 


+ 


se trouva 


ginaires, le terme général n 

compliqué d’imaginaires ; mais qui ne sont qu’ap- 
parentes , et se détruisent mutuellement, lorsqu’on 
P x n "' Qx n ~‘ 

réduit les quantités — - — , , au même dénomi- 

nateur, et qu’on développe les puissances indiquées. En 
effet , si on met pour P et Q les valeurs trouvées précé- 
demment , qu’on rassemble les termes multiplies par 0 
et ceux qui le sont par « , on aura 

(p-î)/ + O- <7)<7” 

__ | <t{p n — g”) 0 ( p"' 1 — g"-' ) 1 


-- — / x 

ri 


\(p—<f)p n q n ( P ~ 9 ) P”' 1 9" 
or, quand p et q sont imaginaires, ils peuvent être re- 
présentés par 

a-\-b\/ — r et a — b [/ — 1, 
ce qui donne 

P — 9 — aè v/=7 , pq?=a* + b\ 

et les quantités 

p'-q"=(a + b\/^iy—(a—b\/~y > 
p*~' — q”' 1 = (a + b \/~iy-'-(a~b [/^7y-' , 

deviennentalorsdelaformeafil/ — 1et3.fi' V — 1 (28); 
substituant ces expressions dans la formule ci-dessus, 
elle se changera en 

«fi . 0B f 


G 




\b(a* b % y -j-é“ 

résultat réel. 

_g4- C’est en décomposant ainsi la fraction génératrice 
en d’autres fractions plus simples, qu’on peut arriver au 
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ternie général de la série récurrente qu’elle produit, et 
qui par-là se trouve décomposée elle-même en suites ré- 
currentes d’un ordre plus simple. Il faut que les fractions 
partielles , dont l’ensemble représente la fraction pro- 
posée , aient des numérateurs constans , et pour dénomi- 
nateurs les binômes qu’on obtiendra en cherchant le* 
facteurs simples du dénominateur de celle-ci. Ces fac- 
teurs se tirent des racines de l’équation que donne le 
dénominateur de la fraction proposée , égalé à. zéro ; 
et les numérateurs peuvent s’obtenir par la méthode de* 
coefïiciens indéterminés, comme dans l’exemple du 
numéro 9 1 ; mais quand on rencontre des racines égales, 
la forme des fractions partielles éprouve des modifica- 
tions analogues à celle qui a eu lieu dans le numéro 92; 
et lorsqu’il y a des racines imaginaires , on met le ternie 
général sous une forme réelle , en le développant , de 
même que dans le numéro précédent. Tout cela exige 
des détails dans lesquels je ne saurais entrer; j’obser- 
verai seulement que la recherche du terme général 
d’une suite récurrente est comprise dans celle du terme 
général de la formule du n° 80 , puisque la frac- 
tion ' 

a -f- bx -j- ex* px n: ~' 

a' -f- b'x -f- c'x* . — -f- p'x'"~‘ -q- q'x"' 
revient à 

(a+bx . . . -f-p'x m ~ , -f-q'x m y , 

et que par conséquent la méthode dont on s’est servi 
jusqu’à présent pour trouver ce terme général , est très- 
indirecte. La résolution des équations qu’elle exige 
introduit dans l‘expressiondemandée,des quantités irra- 
tionnelles qui ne doivent point y entrer : la réduction 
de toutes les parties de cette expression au même déno- 
minateur, et l’emploi des formules relatives aux fonc- 


* 
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lions symétriques des racines des équations , feraient , à 
la vérité , disparaître les irrationnelles ; niais il n’en ré- 
sulte pas moins que la résolution des équations est une 
difficulté étrangère à la recherche du terme général d’une 
série récurrente. 

La théorie des suites est une des branches les plus 
• importantes et les plus étendues de l’Analyse ; elle réunit 
les parties élémentaires aux parties transcendantes ; mais 
c’est principalement dans celles-ci qu’elle est d’une ap- 
plication plus fréquente , et elle leur doit aussi ses prin- 
cipaux accroissemens. Rien n’est donc plus inconvenant 
que de la morceler, ainsi qu’on le fait presque par-tout, 
et j’avoue que je me serais abstenu d’en parler, si je 
n’y avais pas été forcé pour éviter le reproche de 
n’avoir pas rendu cet ouvrage aussi complet que ceux 
qui existaient auparavant. On trouvera dMttleurs tout 
ce qui concerne la doctrine des séries, a*Ta suite du 
Traité du Calcul différentiel et intégral déjà cité. Je ter- 
minerai ce sujet en exposant succinctement la méthode 
que Lagrange à donnée dans les Mémoires de l'Aca- 
démie des Sciences de Paris , année 1772, pour recon- 
naître si une série proposée est récurrente. 

<) 5 . Soit S — A -}- Bx -J- Cx’ Dx* -\- etc. une 
suite dans laquelle les quantités A , B , C , etc. désignent 
des nombres donnés : si cette suite est récurrente , elle 
doit résulter du développement d'une fraction ration- 
nelle (88). Je suppose , comme dans tout ce qui précède, 
que le plus haut exposant de x , dans le numérateur de 
cette fraction, soit moindre d’une unité que dans le 
dénominateur, si le contraire avait lieu, le procédé 
même nous le ferait connaître , ainsi qu’on le verra plus, 
bas. 

On cherchera d’abord si la série 5 peut être le déyclop- 
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pement de la fraction - , et pour cela , on fera 

_/ 

: d’où il résulte 


' a bx 


1 

S' 


■bx a , b , 

- = -,+- f x=p + qx'> 


a' a a 
ce qui montre que le quotient de l'unité divisée par la 
Série S, ordonné par rapport à x, ne doit renfermer que 
deux termes seulement , lorsque cette formule vient en 
effet de la fraction supposée. 

Soit pour exemple 

S — a -f- 4 X -f- 8x* -f- iGx 3 -h etc. 

on fera la division comme il suit , en prenant a pour 

le premier terme du diviseur : 

-}- 4x — - 8x* -{- >6x 3 -f- etc. 

’ " 


l ». i icum 


— i — ax — 4x* — 8X 3 — i6x+ — etc. 
+ ax-f 4x*-|- 8X 3 -f- i6x^-)-etc. 


on aura 

p = l, q = — î et-j=i— x* 
d’où on tirera facilement 

a 


S — 


î — a x 

Si la division ne se termine pas ainsi au second terme, 
la série proposée ne sera point le développement d une 

Fraction telle que ° ^ -, il faudra essayer alors si elle 

a x _/ i i/ _ 


it vient pas d’une fraction de la forme 

lans cette hypothèse, on aura 

î a -f- bx -f- ex» 

$ d -f- b' v i 


a' + b'x 

a -J- bx -f- ca*’ 
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Si on effectue la division indiquée dans le second mem- 
bre, et qu’on la pousse que jusqu’à ce qu’on ait un 
quotient de la forme p -\- qx, ce qui arrivera après deux 
divisions partielles , il y aura un reste qu’on pourra re- 
présenter par a“ x’ ; et il viendra par conséquent 
i a" x a 

T= p + qx +— T -, ' 

ce qui prouve que le reste de la division de 1 par S sera 
divisible par x“. Si on désigne par S' 1 x a , ce reste, qui 
sera une série de la forme 


Ai3? -f- B x x? -f- C l x i -f- etc. , 


on aura 


i , , S, x* , . n*x* 

-=p+qx + - r = p + qx + 7 — - b 


d’où il suit 


5, 


S a'~\-b'x 


S a! b’ x ’ Si 


et 


5 a' b' 

T~d + -7 xi ‘ 




<?. x, 

le second membre; 


en faisant la division indiquée 

g 

Ainsi -jr doit donner un quotient de deux termes, comme 

Oi 

on l’a obtenu plus haut pour et des deux équa- 
tions 

1 , , S,x* 

- =p + qx +- r 
on tirera 

l 


gT =p, + q,x > 


S== 


p + qx + 


X*> 

F* + 
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réduisant cette fraction , il viendra 

Pi+q t x « . 

0>+<7 x ) Oi-H< x ) + xa ’ 

Supposons encore que l’on n’ait pas exactement 
•W- = pi -+■ q, x : il faudra faire alors 

Oi 

al + b'x + c' x* 

dx 3 * 

et en opérant comme dans les cas précédens , on trou- 
vera # 

1 a-\-bx-\-cx x ' dx 3 

5 a'-f-i'x-f-c'x* Pi < l x d-\-b'x- J-c'x* 

La série qui reste après qu’on a poussé la division dans 
-jusqu’aux deux premiers termes p-f-qx, étant divi- 
sible par x* pourra ètre représentée par Six*, ensorte 
qu’on aura 

î S 

- s =p-H*+-~ 

ce qui donnera 

S, a " 4- b"x S a'-j-b'x-f-dx* 

T~à+Fx+ZF’ J7~ a"-\-b"x 1 

”• • » 

et 

S a"x* 

S’ i —P'+ e l' x + a '< + b lT x ' 

en faisant la division indiquée dans le second membre, 
et s’arrêtant au deux premiers termes du quotient. 
Cette dernière expression montre que la division de 5 
par S,, poussée île même jusqu’à ce qu’on ait un quo- 
tient de la forme p, -j-q,x, laissera pour reste une série 



4-qx+ 


a"x x +b"x 3 


t 
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divisible par x* ; et nommant S t x a cette série , on aura 

S , , S t x* a" x 1 

-=p l+ q,x+ — =/>.+« h x+ , 

d’où 

S % a" S , a'+i'x a • , i" 

5. ~ a" + 6"x ’ S, ~ a* ~a“‘a* X —P*+<1* X ■ 

combinant les équations 

-=p+qx-{ — -ç-, — =p,-f q,x-f -j-, 

J-~P* + <7* 

que l’on vient d’obtenir , on en déduira 
s = (p,+q,.r)(/; a 4-q,x)4-x» 

(p-hqz) (P.+9.-P) (M"9» x )+ ((/>+9 x ) +(/>»+<7» *))•*» 

pour la fraction génératrice de la série proposée. Il se- 
rait facile maintenant de pousser plus loin l’opération , 
si la division de S, par ne donnait pas un quotient 
exact, et on doit voir qu’elle conduira toujours, comme 
ci-dcssus , à un nombre fini d’équations entre S , S,, S a , 

S * , etc. desquelles on déduira l’expression de la frac- 
tion génératrice. La règle à suivre dans tous les cas 
peut s’énoncer ainsi : Divisez l’ unité par la série pro- 
posée S , jusqu’à ce qu’il y ait au quotient deux termes 
tels que p -f- qx, et désignant le reste parS,x*, divisez 
S par S, , jusqu’à ce qu'il y ait au quotient deux termes 
comme p, -f- q, x, désignant encore le reste par S 1 x’ , 
divisez S, par S s , jusqu’à ce que vous trouviez un quo- 
tient de la forme ^2 -f- q„x et ainsi de suite. Si la série 
proposée est vraiment récurrente , vous arriverez enfin 
à un quotient exact, qui pourra être représenté par 
p„ -j- q„x. I! vient alors cette suite d ‘équations : 
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96. Pour appliquer la règle précédente à la ^érie de* 
nombres 1, 1,3,7, *8, 47 > 133 , 3 aa , 84 3 , 2207, 
5778 , etc. par exemple , on lui donnera la forme 
S = 1 -f- x -f- 3 x* -j- 7.T 3 -f- 1 8x* -f- 47 - r& * 4 * ia 3 x® 

-j- 3 aax 7 + 843 x® -f- etc. 

on aura 

p -f- qx — 1 — x, 

St = — a — 4» — 1 ix* — 3 . 9 X 3 — jGx* — îggx* 
— 5 aix s — etc. 


p t + q,x =:— |-f ix, 

1 S t — — £ — ax — Liaj* — ^.r 3 — 38x* — —x 5 — -etc. 

p» -h'q»x = 4 — 8x , 

S 3 — — 5 — i 5 x — 4°x* — io 5 x* — etc. 
et enfin P3 -f- q$x—-~ 4— nX > satis reste. Formant alort 
les équations 

S3 i S t i 


S. -- -J — - x • Si „ Six * 

1 4 — 8 x+ 4 - 


S, 


— ï-tî*t- 


$=• 


S, 


i • — x -}- 


4 ,x*‘ 
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on trouvera 

ç 1 — ax-f-x 1 — x 3 

1 — 3x 4- x* 

Le numérateur étant d’un degré plus élevé que le dé- 
nominateur, on peut ôter un entier de la fraction, et 
il viendra 

3 — 7 x 


S— — X — 2 ■ 


i — 3x-f-x* 


d’cù on voit que la série proposée est la suite récur- 
rente produite par la fraction proprement dite .... 

3 — 7 oc , » , 

' ■ - , à laquelle on a ajouté les termes — a et 

1 " O JC “j - 

— x; aussi dans la première , la loi de la récurrence ne 
se manifeste qu’au cinquième terme , au lieu qu’elle se 
montrera dès le troisième , si on en retranche — a et 

— x, car il viendra 

3 -f- ax -f- 3x* -f- 7x* -J- etc. 

et déjà 

3x*=3 X — x*-i~ax X 3x, 

7x 3 =ax X — x* 4“ 3x* X 3x, etc. 

Développement en séries des exponentielles et des 
logarithmes. 


557. On a tiré les logarithmes de l’équation y— a? 
( Élém. 340 ) , y étant le nombre , x le logarithme , 
et a la base ; cette équation présente deux questions : 
trouver y, connaissant x ; et trouver x , connaissant y. 
Je commencerai d’abord par chercher y en x, et 
pour cela je supposerai 

a x = A 4- Bx 4- Cx* 4- Bfx 3 4- etc. 

A , B , C , D , etc. étant des coefiïciens indépendans 
de x; en prenant donc une autre quantité z, j’aurai 
également 



u‘~A + Bz-\-Cz x + Dt? + etc. 
d’où je tirerai 

o* — a 1 B (x — 2 ) -f- C (x 1 — z a ) -f- /^(x 3 — z 3 ) -f- etc. 

x — 2 x — 2 

La division du second membre par x — 2 s’exécute ■ 
d’après la formule du n°. 1 58 des È le mens , et il vient 


0 a*— a z _ 

x — 2 

i?+C( x + z )+.D(x 1 +X2-f-2 a )+2J(x 3 -f-a ;3 z-f-:c2*-f ^ 2 3 ) -f etc - 

Pour pouvoir développer de même le premier membre, 
j’écris ainsi son numérateur : a l {a x ~ * — 1 ); faisant 
ensuite a—i-^b , dans la quantité a x ~ * , je la développe 
suivant les puissances de b, au moyen de la formule du 
binôme , et j’ai 

(,+6)*-*=, +l x - z ) b+ + etc. 

d’où il suit 

g '(°— -')=»■ i+ ^ r — a ^( x ~ z — ■ Wc.] 

/ 

Ce dernier développement étant divisible par x — 2 , il 
en résulte 

#<b+Z=2= i* a + (x ~ a ~ l)(x - a ~- a )ù 3 + etc.) = 
v a 1 a . J 1 

Æ -(- C(x-)-z)-f-jD(x a -j-xz-(- z’)-f-£(x :, +x J 2+x2*+2 3 ) -f etc. 


Si maintenant on suppose x=z, l’équation ci-dessus 
deviendra 

,,, b' | P' M , 

a « ( i__ + ___ + e t c .) = 

.5 -f- aCx -f- 3Z)x a -f"4 J E'x 3 + etc. 
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DES ÉLÉMENS D* ALGÈBRE. ' * *o 5 
faisant pour abréger 

. b* b* A* , , 

i -» + 3 - 4 + " C=t ' 

et substituant pour a* la série 

A -}- Bx -f- Co ? -f- Dx z -f> Ex^ -f- etc. 
on trouvera 

Ak— f- Bkx ÇAx* -J- Dkx 3 Ekx i -f- etc. =: 

B -f zCx -f- 3 DjA -f 4Æx J -f- 5 Fx* -f- etc. 
d’où on tirera 

„ ,, _ ÆA „ CA _ Z)/< _ Eh 

B A.t , C —, Z) 3 4 » F — 5 > etc - 

Tous les coefliciens , excepté A , seront déterminés par 
ces équations ; mais lorsque x — o, l’équation .... 
a z =A -J- Bx -{- Cx 1 -j- etc. donnant \ —A, il s’ensuit 
. D k r le V 

î i .a i.a .3 

' Jé k s 

E= = — - , F = _____ etc. et que 

i.a. 3.4 1 . a . 3 . 4 • 5 ’ 

, kx . /( 2 X* & 3 x 3 fr*x* 

y=a*=H H 5—7 + etc. 

J 1 1 .2 1 .2.3 1 .2.3.4 

98. Il est à propos de remarquer que , quelque valeur 
qu’on donne à x, la série ci-dessus finira toujours par 
être convergente. En effet , il est aisé de voir qu’on peut 

k n x n 

représenter le terme général de cette série par— ^ > 

celui qui vient immédiatement après sera 7 — — r ; 

n r î.a. ,n(/t-4-i) 

et le rapport de l’un à l’autre aura pour expression 

kx 

— . Or, en prolongeant la série , on doit nécessaire- 
ment rencontrer un terme dans lequel n -J- 1 surpassera 
kx , et qui par conséquent sera moindre que celui qui 
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Je précède; et il est clair que le décroissement conti- 
nuera toujours dans les termes ultérieurs. 

99. Il s'agit maintenant de déterminer la quantité k. 
En mettant, au lieu de b, sa valeur a — 1 , on aura 

7. ( a — 0 («— 0 a , (a - O 3 (a— O 4 , . 

- a *t — — + re- 

cette série ne sera convergente qu’autant que a — 1 sera 
moindre que l’unité ; mais elle est susceptible de devenir 
aussi convergente qu’on voudra , au moyen de la dé- 
pendance qui se trouve entre a et k, et que je vais faire 
connaître. 

Lorsqu’on suppose x=i dans la série 

ÜV , 

5 -f etc , 

1.2.0 

elle devient 


,kx k'x? 

« =1 +— + 


1 .2 


. k P 

a= 1 

1 1 . a 


P 


. 2.3 


+ etc.. 


et donnera la valeur de a quand celle de k sera connue. 
Faisant k— 1 , et désignant par e la valeur correspon- 
dante de a , on aura 


1 1 1 1 r 1 

e— 1 -1 = 

1 a 1 a .3 


-f etc. 


2 . 3-4 

d’où il résultera «=2,7182818, en s’arrêtant à la sep- 
tième décimale. Si on substitue e au lieu de a. et î au 
* / . ■ hoc 

lieu de k, dans l’équation a x = 1 -f- — -j- etc. on 
obtiendra 


e^+r 


+ 


-i- etc. 


1.2 ' 1 . 2.3 1 . 2,3 

f 

Cette équation devant subsister , quel que soit x, on 
y supposera x=k ; elle se changera en 
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k 

1 + - 4 


ao? 


î . a 1.2.3 


+ etc. 


et donnera par sa comparaison avec la. valeur de a, 
a = e*. 

Prenant les logarithmes, on trouvera 
Ale=lnj 

si a est la base du système des logarithmes représentés 
par la caractéristique 1 , on aura 



«t par conséquent dans cette hypothèse , 
y — a* ~ 

j, * , ** . ** 

‘ i • le i . a. (le)* + 7. 3 .3. (le)* + etc - 

Telle est l’expression du nombrey par son logarithme x. 
îoo. La question proposée est résolue, puisque voilà 
’ y exprimé en x, c’est-à-dire, qu’étant donné le loga- 
rithme x, et celui du nombre e relativement à la base a 
on aura le nombre^; mais l’expression de h en a noui 
conduit aussi à la solution de la seconde question : étant 
donné un nombre, trouver son logarithme. 

En effet, ajj’on suppose que a soit une quantité quel- 
conque , et que l’on mette pour k la série qu’il repré- 
sente dans l’équation k\e = la, il en résultera 

^+e.,} 

Voilà donc le logarithme d’un nombre quelconque a ex- 
primé au moyen de ce nombre et du seul logarithme 
d’un nombre déterminé e. 
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Cette série n’e*t convergente qu’ autant que le nombre 

a est très-voisin de l’unité ; mais comme 1 . \/ 1 a 

Tn 

, si on change dans le second membre, 

m 

a en y a, il viendra 


} 


{ î a 3 

or , en prenant pour mun très-grand nombre , on pourra 

* m 

toujours faire en sorte que la quantité ÿ a diffère aussi 
peu qu’on voudra de l’unité. 

On a ainsi un moyen très- simple de calculer 
le logarithme de a ; car en prenant m égale à quelqu’un 
des nombres compris dans la série a , 4. 8 , 16 , etc. on 
n’aura qu'à effectuer des extractions successives de 
racines quarrées (és'/tm. i 53 ). Cependant ce procédé 
deviendrait pénible pour les nombres un peu 'considé- 
rables , c’est pourquoi les analystes ont cherché de nou- 
velles séries qui pussent s’appliquera ces nombres , séries 
qui ne sont que des transformations de la première ex- 
pression de 1 a. / 

101 . Le nombre a étant supposé dans les séries pré- 
cédentes, indépendant de la base des ^carithmes, il 
est évident qu’on pourra appliquer ces sériera un nombre 
quelconque y , et qu’on aura en général 

{^-Ü^’ + S3^2-«.c. }' 

En substituant dans cette expression 1 + uau lieu de^, 
elle deviendra 


f u 


U 4 


K , . < U , U. U. . 

i -f u) = le<-— — + -7 + etc 


U 


4 


K 


changeant 
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des élémeSs d’ algèbre. aog 
changeant ensuite ■+■ u en — u ,. on aura * 

I /• i % , Ç u u* u 3 u* ) 

■(>— T — — — i T~ -J— etc. j 

retranchant le second résultat du premier , on trouvera 

< 

+„)-!(, -a)=i(i±ï)= 

»‘*{ï+T + T + ~} 

série dont la marche est plus rapide que celle des pré- 
cédentes. 

On en trouve une beaucoup plus convergente , en 
faisant dans celle-ci 


ce qui donne 


i±ï=. + î 

1— u n 


an- f-z’ 


et parconséquent r 

î( i+ 0 =1 ‘^^' =1(,i+z) ~ in:= 

K^) + i G^)+ etc :( 


ale 


f. 




(an-f-z 
d’où on tire 

1 ( n -f- z ) — - 1 n -f~ 

'{=qrK +* Gqr) + etc - 


ale 


O 


i 


* 


\ 
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COMPLÉMENT 
Cette dernière série fera connaître le logarithme du 
nombre n - f z , par le moyen de celui de n , et sera 
d’autant plus convergente , que n sera plus considérable- 

Si l’on prend , par exemple , n = 1 , a = 1 , il 
viendra 

la = ale^-f ^3+ 5-73S +* tc ' ) 

série très-convergente , et dont le huitième terme ne va 
pas a .oooU o ô o ' : er) réduisant en décimales tous ceux qui 
le précèdent, on obtiendra 

1 2=0,6331472 . le. 

1 02. On ne peut avoir la valeur absolue de 1 2 san* 
fixer celle de le =1 (2,7183818), qui dépend du sys- 
tème de logarithmes que l'on adopte. L’hypothèse la plus 
simple consiste à supposer 1 e = i< , et on a alors 

1,2 = 0,6931472; 

dans ce système particulier, qui répond à l’équation 
y—e T (99) , la base est c. Je le désignerai sous le nom 
de système népérien , pour rappeler le nom de l’Écossais 
ÏSeper (ou Napier), auquel on doit l’iriiportante décou- 
verte des logarithmes; et j’accentuerai la lettre 1 toutes 
les fois qu’il s’agira des logarithmes de ce système'; ainsi 
j’écrirai l'e=i , 1 ' 2=0,6931472 (*). 

Pour passer du système népérien à celui dont la base 


Les logarithmes népériens sont appelés ordinairement loga • 
rit! unes hyperboliques ; mais cette dénomination est vicieuse, car 
il c’y a pus de système de logarithmes qui ne reponde à quelqu’une 
«Us t ourbes que les .Géomètres ont nommées hyperbole». 
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serait une quantité quelconque , il faut, d’après l’équa- 

tion Ly=j^ ( tLlém. aoo), qui devient dans le cas ac- 
tuel , l'z= ~ , prendre le = py, et comme le loga- 
rithme de la base esttoüjours l’unité, il sera commode 
de faire 2 = a ; on aura ainsi * 


le~~: 

la - 

* 

il n’y aura plus qu’à calculer 1' a par la dernière série 
donnée ci-dessus, en y supposant 1 e = 1 . 

Pour les logarithmes ordinaires, dans lesquels a=io, 
on observera que 10 — 5 a; on verra qu’il suliit d’a- 
voir T5, parce que 1' 10 = l'5-t-ra, et que 1' 2 est 
déjà connu. 

Pour parvenir au logarithme de 5, on supposera dana 
la dernière série du n° précédent , n —4 et 2=1 et 
comme l'4=al' a, il viendra, en prenant l'e==i, 

Ifeal^+afi + jQ+g Q + etc.j: 

Les trois premiers larmes de cette série suffisent pour 
obtenir un résultat exact jusqu’à la septième décimale, 
et elle donne 

# * l'5=i,So 9 45 7 ç)-, » 

ajoutant à ce logarithme celui de 2 trouvé plus 
haut , on a 

■ Y 10 — 2,3o2585i , 

a . 
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et par conséquent 

le = 773- =0,4342.945. 

En multipliant par ce nombre les logarithmes népériens 
de 2 et de 5 , obtenus dans le n° 1 oa et dans celui-ci, on 
prouvera 

1 a=o, 3 oio 3 co et 15=0,6989700, 
tels qu’ils sont dans les tables de logarithmes ordinaires. 

io 3 . La quantité le est nommée en général module ; 
on voit que celui des logarithmes népériens est 1 , et que 
celui des logarithmes ordinaires est 0 , 4342945 . On passe 
des logarithmes népériens à des logarithmes quelconques, 
en multipliant les premiers par le module des seconds, 
et on revient de ceuk-ci aux autres , en les divisant par 
leur module , ou, ce qui revient au même , en les mul- 
tipliant par pjj. Lorsque la base est 10, on a 

= a, 3 oa 585 i ; 

c’est par ce nombre qu’il faut multiplier les logarithmes 
ordinaires, pour les convertir en logarithmes népériens, 
ce qui est souvent nécessaire. 

La série qui exprime le logarithme de n-f-z, donne 
pour le logarithme de n-fi 1 cette expression très-simple 
et toujours convergente , lorsque n est ; , 

K»+0=i»+ * 

6 { 2ra-f-i i) 3 ^” ’ (a/i-f-i) 5 ClC ' j* 

1 04. Borda et Haros ont donné des formules qui ex- 
priment , au moyen de séries très-convergentes , les re- 
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DES É LÉ M E N J D'ALGÈBRE. SlS 
lations entre plusieurs logarithmes de nombre* consé- 
cutifs , et qui conduisent très-promptement à ces lo- 
garithmes. Voici les premières; on les trouve aussi dans 
la préface des Tables trigonométriques décimales , cal- 
culées par Borda, revues et augmentées par Delambre. 
Si dans la série 

— {Î+T+T+-1, 

•n fait 

» H- “=(/>— O Cp — O (p+ 3 )=P 3 — 3 P+ a 
1 — «=(p+0(p + ü (p— a)==p 3 —3p— a 

on aura * 

t ■ 2 

i p 3 — 5p4-a _ , p J — 5p 
p 3 — 3p — a ^ a 

~ 2Îe {p T ^3p + ï +etc } ’ 

d’où l’on conclura 

Up+ 3 ) + 2 l(p— x)— l(p— a)— al(p-J-i) 

= ale {prr^+^(pè^) + etc ' ( 


Si l’on prend successivement 


p=5, p—6 , p = 7 , p= 

8 , 

•n aura ces quatre équation* 

ly-f-afla — 13— al3 — 2 I 2 = 2 le{ 

r rr+etc.} 

312+215 — ala— 2 I 7 = 2 lej 

[ îT+etc. j 

sl3+al34-ala— 15— 61a =ale{ 

[ .TT+etC.} 

15-f- la-f-afy — 13 — la— 413 =alej 

[4-4+ etc -> 


3 . 



X 


214 complément 

Ces quatre équations ne renferment que les logarithmes 
des nombres a, 3, 5 et 7, logarithmes que l’on peut 
alors déterminer par une simple élimination ; on obtient 
de cette manière 

=8{4T+K-V) 3 +etc.} 

+i°{ 75-H(Tv) 3 + etc -} 


1.2 = 21 e 

t- 4{îr*+i(ir*) 3 +e te 
et ainsi des autres 


+ , ®( r T+T(ïTi) 3 +etc.| 


i>i l’on prend encore p — i5, il viendra 
li 7 4. 2I7 — h3— 61a^=ale {rrr+r (rrr,) s + etc,}. 
Eulln on aura aussi, en faisant p— 1007, 

1 icog -j- 2 1 i‘ooS — 1 ioo 5 — si 1008 

* — 2 1 e ^ 1 , oV 7 a 1 s 1 " 1 " T Ci îôtrTiôO “I" ^tc. 

Ces exemples suffisent pour montrer le parti qu’on peut 
tirer de la formule de Borda. ~ * 

io5. Pour obtenir celle de Haros, il faut, dans l’é- 
quation 

faire en premier lieu z = -, ce qui donne 
puis supposer 

p=x* — aSx’n^r^x-f- 5)(x - 5) 

<7=r » — 2 5 x a 4 1 44= (x— 3 ) (x -f 3 ) (x-|- 4 X x " 4 ) > 

et l’on aura 
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DES ÉLÉMENS D* ALGÈBRE. 
2 lr+l(-c-j-5)-f l(x — 5) — l(x-f 3) — l(x — 3)j 
— lsc-f- 4 ) — IÇjc — 43 / 

+f f 7^ Y + etc.l 

(x* — 25 x *-)-72 3 \x 4 — a 5 x a -f- 7 a/ ' / 

d’où l’on tirera la valeur de 1 (x + 5) au moyen de 
celle de 

1(444), 1(443), 1*, K*- 3 )* 1(4—4). K-J-— 5). 

La série est très-convergente dès que le nombre x de- 
vient un peu grand ; sou second terme, lorsque xx=ioao, 
est seulement 

0,00000 OOOOO OOOOO COOOO OOOOO 00000 12. 

106 . Je vais terminer en montrant comment, sans 
la considération des logarithmes , on déduirait im- 
médiatement de l’équation y—a 1 , le développement 
de x en y. On peut donner à ce développement la 
forme 

x = A (y ~ i ) 4- B (y — î y -J- C(y — i ) 3 + etc. 

puisque x doit s’évanouir lorsque y’=i; et faisant 
y — i = u , on aura 

xx=. Au -f- Du % -f- Cu 3 4- etc. 

désignant aussi par w la valeur de y — î ou de u , cor- 
respondante à une valeur de x représentée par a, nous 
aurons également 

a = Aw -f- Bw* 4* Cw 3 -£■ etc. ^ 
et par conséquent • ' ~ - . - 

. A- . r 

~£ = ^-f -Æ( ix4-w) 4- C( u* 4~ uw 4- w* ) -f- etc.. 

L’équation y = a x donne 


4 



fllS COMPLÉMENT 

y — 1 ou u = a 1 — 1 

d’où il suit 

w~ a 1 — 1 et u — u c=a* — a z =a z ^a x ~ l — î) J 
or on a trouvé (97) 

g* ( «*-* — i ) _ 

x — z 

tirant de cette équation la valeur de — r— * — r, on 

o* (a.*~‘ — 1 ) 

l'égalera à la série 

, A + B (u - f- w ) -f- etc. 

supposant ensuite x=z , d’où il résulte u=w , on aura 
1 


/, ù* ù* fri 

c x(ù_ — -+■ etc 


) 


V a ’ 3 4 

A -f- 2 B u rf- 3 Cu? -}- j^Du 3 + etc. 

, ' . , 1 b> b 3 M 

mettant k au lieu de 0 :4- - + etc. et i-f-u 

* 2 3 4 

au lieu de <r c , il viendra 


: A -l~ 2 B u-f- 3 C u* -f- 4D u 3 -f- etc. 


k (1 -H/ ) 

ou en faisant disparaître le dénominateur, et passant 
tout dans un seul membre , 

A k -j- 2 B k « 4 * 3 Ck u* + 4 O ftu 3 -f- etc. 

— 1+ Aku-^-aBku^-i-o Çku 3 ~i~e%c. 

équation de laquelle on tire 




A— k , B — -^, C^- 5k , D—-^,etc. 
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et par conséquent 

Si a est la base du système des logarithmes , on aura 
donc, comme ci-dessus (101) 

Du retour des suites. 

107. Le fréquent usage que j’ai fait dans ce qui 
précède , de la méthode des coefliciens indétermi-> 
nés, me permettra d’exposer en peu de mots celle 
du retour des suites, qui sert à trouver l’expression 
d’une quantité engagée dans une série dont la valeur est 
donnée. 

Soit y = tt-\-ax-\-bx % -\-cx i -{-dx^-\- etc. pour 

obtenir x en y , on passera le terme et dans le premier 
membre , et faisant pour abréger,^ — c t=z , il viendra 

z=tzx-f-&x*-f- cx 3 +dx t -}- etc. .... (1). 

la supposition de x==o donnant z = 0, il est facile d’en 
conclure que l’on peut faire 

x = Az-\- Bz*-^-Cz 3 + D z*-f- etc ....(a); 

les coefliciens A, B t C, D , etc. indépendans dez, se 
détermineront au moyen des équations qu’on obtiendra 
après avoir substitué au lieu des puissances de x , dans 
l’équation (1), celles de la série (a) (*), passé tous les 
tenues dans un seul membre, et égalé séparément à zéro 

1 

(*) Ces puissances peuvent se trouver par des multiplications suc- 
Çfssives ou par les formules du numéro 80. 



■2t8 complément 

les quantités qui multiplient chaque puissance de a. 

Voici le résultat de la substitution : 

ax=zaAz-\-aBz x aCz 3 - f- aZ>z*-f-etc. \ 
-j-èx *=. .. . -\-bA i z*-\-nbABz 3 -\-nbACz*-\-etc. j 
' -f- bB'z 4 f 

+ CJ;3 =- • • « -f- cA 3 z 3 4-3c.^ a i?z4-}-etcA= q« 

4" dxb=z ~j_ d jl*> a4-j-etc.( 

‘ 

En égalant à zéro les coefiiciens de z , de a*, de a 3 , etc. 
on trouve 

nA — 1 = 0 , aB-^-bA*=o , aC-\~abA B-\-cA 3 =o , 
&D-\-a.bAC-\-bB*-\-'5cA % B-\-dA*z=zo , etc. 

«es équations donnent 

A=i, *-=_*, c=!*=2.; 

a a? a 3 

5 b 3 — babc-\-a*d 

D = ; j- , etc. 

à 7 

et on a par conséquent 

i b „ , a b* — ac * 

X = -Z rlM : Z 3 

a a* 1 a 3 

5 b 3 — 5(ibc-i-à*d . , 

— ; a* 4- etc. 

a 7 1 

< ■ s «T 

108 . Proposons-nous pour exemple de tirer par ce 
moyen la valeur de x de la série 

y=i H — H h 5 — r ■f - et e. 

J 1 1 . 31 . 3.3 ' 1 . 3 . 3. 4 


Digitized by. Google 



DES ÉLÉMENS D’ALGÈBRE, 
dans laquelle y — e? (99) ; on aura 

) 


219 


et 


z — y — 1 


( 7=1 


,1 1,1 

, bz= c = =■, a= sr—, etc. 

1.3 1.3 3 1 3 o f 


1 .a 3 ' 

d’où on tirera 

A— 1, B=—\, C=j, D = -i, etc. 
et 

+ ^-J-I 3 -etc. 

1 3 0 

ce qui s’accorde avec l’expression du n° 101 , en y fai- 
sant k ou 1 e = i . 

On tirerait de même la valeur degf en x de la série 

*= ( . V ~ 1 } + LV=_il 3 _etc. 

1 2 ,3 

en supposant y — i -=.zetz-=A x -f- 2 ?x*-f- Cx 3 -f-etc. 
Je laisse au lecteur à s’exercer sur ce calcul ; les 
coefliciens A , B , C , etc. étant déterminés, on re- 
mettra y — 1 pour z, et il viendra 

_y = 1 -f— Ax-f-Bx ? -f- Cx 3 -f-etc. 

10g. Si on avait l’équation 

<*y-f-@y ! ‘-f-yy 3 -f- y i -f-etc.=ax-f-bx % -f-cx 3 -f-dx i -f- etc. 

formée par deux séries, et qu’on voulût obtenir l’expres- 
pression de_y , on supposerait 

y = Ax-f-Bx*-f-Cx 3 -f-Dx 4 -fc etc. 

et on opérerait comme précédemment, après avoir passé 
tous les termes du premier membre dans lesecond. Nous 
insistons peu sur ces calculs , patee qu’ils ne conduisent 
qu’à des formules dont on n’apperçoit pas facilement 
la loi. 
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Des fractions continues. 

Qbs. Cet article e*t , à quelques légers 
changemens près, le premier paragraphe 
des additions faites par Lagrange à l’Algèbre 
d'Euler. 

1 1 g. La méthode exposée dans le n 8 aai des Élémens 
d’ Algèbre , pour approcher de la valeur de l’inconnue 
dans une équation d’un degré quelconque , prescrit de 
faire successivement 


x — a+X y > y ~ b+ ÿ' y'— b ' + y> 

y "~b"+—, etc. 

a , b , b' , b" , etc. étant les nombres entiers immédia- 
tement inférieurs aux vraies valeurs des quantités x , y, 
y ,y" , etc.,: si dans la valeur de x on met celle dey t 
tirée de la seconde équation, il viendra 


x—a-i — ; 

i + 7 

substituant dans cette expression, pour y , sa valeur 
prise dans la troisième équation , on aura 
, i 

X=a +b+ 1 


b '+6r'. 


y 

chassant y|feu moyen de la quatrième équation , on par- 
viendra à 




x -~-a + t— î 


''ainsi de suite. 


y" 




♦ 
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La fraction qui accompagne l’entier a dans cette ex- 
pression , semblable à celles que nous avons fait con- 
naître eu Arithmétique ( 1 65) , est un efractioncontinue; 
et l’on comprend en général sous ce nom toute fraction 
dont le dénominateur est composé d'un entier plus une 
fraction , laquelle a encore pour dénominateur un en- 
tier plus une fraction, et ainsi de suite. 


On rencontre les fractions continues sous deux formes 
différentes : les unes ont , comme la précédente , l’unité 
à tous les numérateurs des fractions intégrantes ; et les 
autres ont des dénominateurs et des numérateurs quel- 
conques; telle est la suivante : 



é_ » 

f-h etc. 


mais je ne m’occuperai que des premières, les autres 
étant plus curieuses qu’utiles. # 


m. En rapprochant le n® i63 de Y Arithmétique et 
les n°'aai.et 243 des Elemens t on voit que les e fractions 
n continues se présentent naturellement toutes les fois 
« qu’il s’agit d’exprimer en nombre des quantités qu’on 
n ne peut obtenir que pan des approximation* succes- 
n sives. En effet , supposons qu’on ait à^kaluer une 
n quantité quelconque donnée a -, qui n^roit pas 
n primable par un nombre entier ; la voie la plus si 
n est de commencer par chercher le nombre entier qui 
i> sera le plus proche de la valAr de a , et qui n’en 
n différera que par î^^fraction moindre ™e l’unita. 

~ n aura a — «t égal à un e frac- 

anite ; de sorte que sera au 

Qr — et 

contraire un plus grand que l’unité. Soit doue 


n Soif ce nombre 
;i tion plus ] 
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y = b , et comme b doit être un nombre plus grand 

ci— -et 

31 que l’unité, on pourra chercher de même le nombre 
31 entier qui approchera le plus de la valeur de b -, et ce 
31 nombre étant nommé / 3 , on aura de nouveau b — £ 
31 égal à une fraction plus petite que l’unité , et par 

si conséquent * — ■ sera égalàunequantitéplusgrande 

n qtie l’unité, qu’on pourra désigner par c '.ainsi , pour 
31 évaluer q. il n’y aura qu’à chercher pareillement le 
ni nombre entier le plus proche de c, lequel étant dé- 
31 signe par y, on aura c — y égal à une quantité plus 

3 i petite que l’unité, et par conséquent — - — sera égal 

ii à une quantité déplus graqde que l’unité, et ainsi de 
3 i suite. Par ce moyen, il est clair qu’on doit épuiser 
ii peu à peu la valeur de a , et cela de la manière la 
il plus simple et la plus piémpte qu'il est possible, 
31 puisqu’on n’emploie que des nombres entiers dont 
n chacun approche , autant qu’il est possible , de la 
n valeur cherchée. 

« » . 

3 > Maintenant , puisque = b , on aura 


^-*=4 et *«=* + {; 


même , à cause de 


b — (î 


c , on aura 


a et à cause de - — — = d, oq^wra pareillement 

■ • 
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n et ainsi de suite ; de sorte qu’en substituant successi- 
n veinent ces valeurs , on aura 

a = * + \, 

=“ + i+-. 


=‘+« + i , . 
y+p 


n et en général 






* + 7+ etc. 


n II est bon de remarquer ici que les nombres & ,& 
n y , etc. qui représentent , comme nous venons de le 
» voir, les valeurs entières approchées des quantités a, 
r b , c , etc. peuvent, être pris chacun de deux manières 
n différentes, puisqu’on peut prendre également pour 
j> la vafeur entière approchée d’une quantité donnée ; 
31 l’un ou l’autre des deux nombres entiers entre les- 
n quels se trouve cette quantité ; il y a cependant une 
n différence essentielle entre ces deux manières de 
n prendre les valeurs approchées, par rapport à la frac- 
v tion continue qui en résulte ; car si on prend toujours 
n les valeurs approchées plus petites que les véritables, 
n les dénominateurs y , <T, etc. seront tous positifs , 
n au lieu qu’ils seront tous négatifs , si on prend les va- 
3i leurs approchées toutes plus grandes que les véri- 
n tables, èt ils seront' en partie positifs et en partie 
n négatifs , si les valeurs approchées sont prises tantôt 
n trop petites et tantôt trop grandes. 


n En effet , si «t est plus petit que a, a— a. sera une 
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» quantité positive ; donc b sera positif, et fi le sera 
r> aussi; au contraire, a — « sera négatif , si « est plus 
t> grand que a: donc i^era négatif, et fi le sera aussi. 
v De meme si fi est plus petit que b , b — fi sera tou- 
n jours une quantité positive ; donc c le sera aussi , et 
7 ) par conséquent aussi y : mais si fi est plus grand que 
ti b , b — fi sera une quantité négative; de sorte que c, 
f) et par conséquent aussi y , seront négatifs, et ainsi 
s de suite. , 

r> Au reste , lorsqu’il s’agit de quantités négatives, 
n j’entends par quantités plus petites celles qui, prises 
v positivement , servent plus grandes. 

n Je dois remartper encore que si parmi les quan- 
» tités a, b ,c,d, etc. il s’en trouve une qui soit égale 
u à un nombre entier , alors la fraction continue sera 
v terminée , parce qu’on pourra y conserver cette quan- 
n tité même. Par exemple, si c est un nombre entier, 
» la fraction continue qui donne la valeur de a sera 




a 




ii En effet, il est clair qu’il faudrait prendre y=Cf 
ce qui donnerait 


= i=oo (*), 
c — y o 

"V. 

îi et par conséquent <f ;=co ; de sorte que 1 on aurait 


a=,t *t i +\+ ' - 


(♦) L e caractère ao est , comme on voit , celui dont les analystes 
se servent pour designer une quanti te infinie , ou ce que devient une 
traction dont le dénominateur s’évanouit {Elcmertid 8}. 

• les 
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y > les termes suivans s’évanouissent vis-à-vis de la quau- 

h tité infinie oo : or, — = o ; donc on aura simplement 


-=‘+ë+i. 

y 

ri Ce cas arrivera toutes les fois que la quantité a sera 
» commensurable, c’est-à-dire, qu’elle sera exprimée 
• » par une fraction rationnelle - , mais lorsque a sera une 
v quantité irrationnelle, alors la fraction continue ira 
7> nécessairement à l’infini. 

ri lia. Supposons que la quantité a soit une fraction 

n ordinaire^-, A et B étant des nombres entiers donnés: 

» il est d’abord évident que le nombre entier a. qui ap- 

ii prochera le plus de — , sera le quotient de la division 

n de A par B\ ainsi, supposant la division faite à la 
ii manière ordinaire, et nommant de le quotient et Cle 
» reste , on aura 

A C . 

b~*-~'b' 

n donc b — — -, poùr avoir de même la valeur entière 

n approchée /S de la fraction ^ , il n’y aura qu’à diviser 

n B pat C, et prendre pour H le quotient de cette diyi-' 
v sion ; alors nommant D le reste , on aura 


*-*=§• 


n et par conséquent 


C 

5 ; 
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» on continuera donc à diviser C par D , et le quotient 
r> sera la valeur du nombre y , et ainsi de suite ; d’où 
« résulte cette règle fort simple pour réduire les frac- 
« tions ordinaires en fractions continues : 


n Divisez d’abord le numérateur de la fraction pro- 
n posée par son dénominateur , et nommez le quotient a. ; 
n divisez ensuite le dénominateur par lereste, et nommez 
n le quotient (3 ; divisez après cela le premier reste par 
n le second reste , et soit le quotient y ; continuez ainsi 
n en divisant toujours V avant-dernier reste par le der— 
n nier, jusqu’à ce qu’il se présente une division qui se 
» fasse sans reste, ce qui doit nécessairement arriver , 
n puisque les restes sont tous des nombres entiers qui 
r> vont en diminuant ; vous aurez la fraction continue 



1 

y + - 


o qui sera égale à la fraction donnée. 

n 1 13 . Soit proposé de réduire en fraction continua 
n la fraction —j-. On divisera donc î io 3 par 887 , on 
p aura le quotient 1 et le reste ai G; on divisera 887 
n par atG , on aura le quotient 4 et le reste a 3 ; on divi— 
n sera a 16 par a 3 , ce qui donnera le quotient 9 et le 
p reste g ; on divisera encore a 3 par g , on aura le quo- 
p tient a et le reste 5 ; on divisera 9 par 5 , on aura le 
n quotient 1 et le reste 4 ; on divisera 5 par 4 , t>n aura 
n le quotient 1 et le reste 1 ; enfin , divisant 4 par 1 , on 
n aura le quotient 4 et le reste nul, de sorte que l’opé- 
n ration sera terminée. Rassemblant donc par ordre tous 
r les quotiens trouvés , on aura cette série : 1 , 4 , 9 , a, 
» 1,1,4» d’où l’on formera la fraction continue 
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88y— 1 + 44-^ + i , 

a+ r+-,> 

r 4 : 


227 


p u 4. Comme dans la manière ordinaire de faire les 
divisions , on prend toujours pour quotient le nombre 
p entier qui est égalou moindre quela fraction proposée, 
p il s’ensuit que , parla méthode précédente, on n’aura 
>1 que des fractions continues dont tous les dénomi- 
p nateurs sont des nombres positifs. 

Or on peut aussi prendre pour quotient le nombre 
h entier qui est immédiatement plus grand que la valeur 
p de la fraction, lorsque cette fraction n’est pasréduc- 
n tible à un nombre entier, et pour cela , il n’y a qu’à 
p augmenter d’une unité la valeur du quotient trouvé à 
p la manière ordinaire-, alors le reste sera négatif, et le 
p quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi on 
p pourra, à volonté, rendre les termes de la fraction 
p continue positifs ou négatifs. 

p Dansl’exemple précédent-, au lieudeprendre r pour 
p le quotient de r io 3 divisé par 887 , je puis prendre a ; 
p mais j’auraile reste négatif — 671 , parlequel il faudra 
p maintenant diviser 887 : on divisera donc 887 par 
p — 671, et l’on aura ou le quotient — 1 et le l'este 216, 
p ou le quotient — a et le reste — 4 ^ 5 . Prenons le quo J 
p tient plus grand — 1 , et alors il faudra diviser le reste 
p — 671 par le reste 216, d’où l’on aura ou le quotient 
p — 3 et le reste — 23 , ou le quotient — 4 et I e reste 
p 1 q 3 . Je continue la division en adoptant le quotientplus 
p grand — 3; j’aurai à diviser le reste 216 par le reste 
p — 23 , ce qui me donnera ou le quotient — 9 et le reste 
P 9, ou le quotient — 10 et le reste — 14 / et ainsi de suite, 
p De cette manière on aura 


a 


A 


J 
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no 3 . i 

w -3 -* +=r^ + __i 

— 9 + etc. 

n /Où l’on voit que tou* les dénominateurs sont négatifs. 

» 11 5 . On peut au reste rendre positif chaque déno- 
r> minateur négatif, en changeant le signe du numéra- 
n teur ; mais il faut alors changer aussi le signe du nu- 
n mérateur suivant; car il est clair qu’on a 


* rr -j- etc. yr -f- etc. 

0 Ènsuite on pourra, si l’on veut, faire disparaître 
n tous les signes — de la fraction continue , et la réduire 
n à une autre où tous le* termes toient positifs ; car on a 
» en général 



-|-etc. 



y — 1 -f- etc. 


p comme on peut s’en convaincre aisément , en réduisant 
V ees deux quantités en fractions ordinaires. 


* 

* 


» On pourrait aussi , par un moyen semblable , intro- 
duire des termes négatifs à la place des positifs, car 
on a 


. 1 , t 

m -f- *■ , == /* * ' — — 

^ y + etc. r 1 


+ 


1 

y — 1 +etc. 


* d'où l’on voit que , par ces sortes de transformations, 
» on peut quelquefois simplifier une fraction continue, 
n et la réduire à un moindre nombre de termes; ce qui 

• aura lieu toutes les fois qu’il y aura des dénominateurs 
r> égaux à l’unité positive ou négative. 


\ 
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r> En général , il est clair que , pour avoir la fraction 
y> continue la plus convergente qu’il est possible vers la 
» valeur de la quantité donnée , il fauttoujours prendre 
i> pour &,i 3 , y, etc. le* nombres entiers qui approchent 
» le plus des quantités a, b, c, etc. soit qu’ils soient 
» plus petit* ou plus grands que ces quantités : or il est v 
n facile de voir que si , par exemple , on ne prend pas 
» pour tt, le nombre entier qui approche le plus, soit 
» en excès ou en défaut de a, le nombre suivant 0 sera 
» nécessairement égal à l’unité. En effet, la différence 
*> entre a et a. sera alors plus grande que •£, par consé— 

n quent on aura 6= — - — , plus petit que a : donc 0 ne 

q — - et 

•n pourra être qu’égal à l’unité. 

» Ainsi , toutes les foÎ9 que , dans une fraction con- 
* tinue , on trouvera des dénominateurs égaux à l’unité, 
n ce sera une marque que l’on n’a pas pris lesdénomi- 
n nateurs précédens aussi approchans qu’il est possible, 
n et que par conséquent la fraction peut se simplifier en 
» augmentant ou en diminuant ces dénominateurs d'una 
n unité ; ce qu’on pourra exécuter par les formules pré- 
» cédentes , sans être obligé de refaire en entier le 
» calcul. 

n i îS. La méthode du n° 112 peut servir aussi à ré- 
n duire en fraction continue toute quantité quelconque, 
n pourvu qu’elle soit auparavant exprimée en décimales; 
n mais comme la valeur en décimales ne peut être qu’ap- 
n prochée, et qu’en augmentant d’une unité le dernier 
n caractère, on a deux limites entre lesquelles doit se 
r> trouvei; la vraie valeur de la quantité proposée , il 
» faudra , pour ne pas sortir de ces limites , faire à-la- 
» fois le même calcul sur les deux fractions dont il s’a- 
V git, et n’admettre ensuite dans la fraction continu® 

3 
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n que les quotiens qui résulteront également des deux 
r> opérations 

Si, par exemple, il s’agit d’exprimer en fraction 
continue Ja racine quarrée de 2, dont la valeur en dé- 
cimale est entre i, 4 > 4 qi 3 et 1,41 4 a 1 4 » on aura a 
réduite en fractions continues les fractions ordinaires 
sui\ antes : , rsrrB '> on trouvera pour toutes 

deux les G premiers quotiens égaux à 2 , mais le 7' 
serait 3 pour l’une et 1 pour l’autre : on a donc de 
cette manière 


\Za=i -| 1 

2 1 

2 + - , 1 
1 2 + - i 

2 4 - - , 1 

2 -1 etc. 

2 


Au reste, il est à propos de remarquer que , quelque 
nombre de décimales qu’on ait dans la valeur de la 
racine quarrée de a, la fraction continue conserve la 
même forme, comme on le prouvera plus loin. 


« La fraction décimale qui exprime le rapport de 
n la circonférence au diamètre , est , par le calcul 

n de Viète , 5 , 141 5926535 de sorte qu’on aura la 

« fraction f H ' ÿàlà f àvs à réduire en fraction continue 
n par la méthode ci-dessus : or , si on ne prend que la 
n fraction Jôvsio > on trouve les quotiens 3 , 7, 1 5 , 1 , etc. 
n et si on prenait la fraction plus grande | ^;° , on 
r> trouverait les quotiens 3 , 7 , 1 G , etc. de sorte que le 
11 troisième quotient demeurerait incertain; d’où l’on 
>1 voit que pour pouvoir pousser seulement lâ fraction 
>1 continue au-delà de trois termes, il faudra nécessai- 
n rement adopter une valeur de la circonférence qui ait 
n plus de six caractères. 


i 
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» Si on prend la valeur donnée par Ludolph ( Y an 
» Ceulen ) en trente-cinq caractères , et qui est 

3,i4i5'9 26535 8979^ 3 384 S 26430 83279 50288, 

yi et qu'on opère en même temps sur cette fraction et 
>* sur la même, en y augmentant le dernier caractère 8 
» d’une unité, on trouvera cette suite de quotiens : 3,7, 
>1 l 5 , 1, 292, 1, I, 1, 2, 1, 3 , 1, 14» 2) !» *> 2, 2, 2, 2, 
« 1, 84 , 2, 1, 1, i 5 , 3 , i 3 , 1, 4 , 2, 6, 6, 15 de sorte 
r> que l’on aura 


circonf. 

diamètre. 


- 3+ 7 + ^ + i 

* 9 * + 7 + 1 

T i + etc; 


» Comme il y a ici des dénominateurs égaux à l’unité,' 
j) on pourra simplifier la fraction , en y introduisant des 
ji ternies négatifs, par les formules du n° ïi 5 , et Ion 
* trouvera 


circonf, „ . 1 


.3 _i_— 1 

diamètre. 7 -J — g r 


3 94— 51 

O -f- etc. 


* ou bien 


circonf. 

diamètre 


s 3 -j — 


7 + 16 




—■ *94 + ?J 1 

3-fetc. 

■> >v-t . 

11 1 17. Après avoir expliqué la génération des frac- 

» tions continues , nous allons en montrer les usages et 
1» les principales propriétés. 


4 
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n ‘Il est d'abord évident que plus on prend de termes 
n dans une fraction continue, plus on doit approcher de 
» la vraie valeur de la quantité qu’on a exprimée par 
n cette fraction ; de sorte que si on s’arrête successive- 
r> ment à chaque terme de la fraction , on aura une suite 
n de quantités qui seront nécessairement convergentes 
r> vers la quantité proposée. 

n Ainsi , ayant réduit la valeur de a à la fraction con- 
j> tinue 


■ ‘ + 3+| + i 

v ^ J' + etc. 

»> on aura les quantités 
•* * + ê’ 

y, etc. 

» ou bien, en réduisant , 

ei/3 -f- 1 &$y 4- st -i - y 

— t~‘ &ÿ+~î * etc - 

v qui approcheront de plus en plus de la valeur de a. 

n Pour pouvoir mieux juger de la loi et de la conver- 
v gence de ces quantités, nous remarquerons que, par 
V les formules du n° 1 1 1 , on a 

a — a. 4 -j, b — $ 4- - , c^:y +2> etc - 

« d’où l’on voit d’abord que * est la première valeur ap- 

p prochée de a; qu’ensuite, si on prend la valeur exactes 

et, b " 4 * i-’ | ' i • f 

ri de a, qui est — et °î u on Y substitue pour b sa 

p valeur approchée ,6 , on aura cette valeur plus appro- 
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v chée 1 : qu’on aura de même une troisième 

n valeur plus approchée de a, en mettant d’abord pour 
» i sa valeur exacte - - , ce qui donne 

( *.(& -f- 1 ) C -f- et 
a ~ • 

« et prenant ensuite pour c la valeur approchée y ; par 
* ce moyen , la nouvelle valeur approchée de a sera 


(g 8 4- 1 ) > -f- * . 
&y+ i 


» 

* 

J1 

a 


continuant le même raisonnement, on pourra appro- 
cher davantage , en mettant dans l’expression de a 
trouvée ci-dessus , à la place de c , sa valeur exacto 

^ ~t- 1 , ce qui donnera 


(8>-j- i)d + 0 

f> et prenant ensuite pour d sa valeür approchée <f ; de 
» sorte qu’on aura pour la quatrième approximation la 
n quantité 

( ( -f - 1 ) y -f- *) ^ ~t" * £ ~h 1 
( ^ + 1 )j' + 8 : 

« et ainsi de suite. . 

\ } * 

*' De là il est facile de voir que si par les moyens de» 
» nombres *> 8, y , etc. on forme les expression* 
fl suivantes : 


* 


I 
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C O M P L 

A — tt 

B = QA + i 
C = >5-f- A 
D—^C + B ‘ 
E=tD + C 
etc. 


É M E N T 
^‘= 1 
B'~H 

C l =yB'+A * 
J9‘ = <f C 1 -f- 
£* = s D* + C* 
etc. 


ri on aura cette suite de fractions convergentes vers la 
» quantité a : 

— IL H. E F 

A 1 ’ B 1 ' O ’ D' * E 1 ' F'’ etC ‘ 


n Si la quantité a est rationnelle , et représentée par 

» Une fraction quelconque — , il est évident que cette 

5? fraction sera touiours la dernière dans la série précé* 
” dente; puisque dans ce cas la fraction continue sera 
» terminée , et que la dernière fraction de la série ci* 
n dessus doit toujours équivaloir à toute la fraction 
n continue. 


n Mais si la quantité a est irrationnelle , alors la frac- 
” tion continue allant nécessairement à l'infini , on pourra 
« aussi pousser à l'infini la série des fractions con- 
» vergentes. t 

n 1 1 8 . Examinons maintenant la nature de ces frac-» 
” tions; et d’abord il est visible que les nombres A, 
n B, C, etc. doivent aller en augmentant, aussi bien 
n que les nombres A 1 , B', C', etc. car, i°. si lea 
n nombres a. , Æ , y -, etc. sont tous positifs , les nombres 
n A, B, C, etc .A', B 1 , C ' , etc. serontaussitouspo-» 
n sitifs, et l’on aura évidemment 


B>A, C>B , D>C,e te. 

jé et 

£' = ou >A\ C'>B\ Z?‘>C l , etc; 


\ 
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« 2°. Siles nombres*,#,^, etc. sont tous ou en partie 
» négatifs, alors parmi les nombres A , B ,C etc. et 
» A ' , B' , C' , etc. il y en aura de positifs et de né- 
* gatifs; mais dans ce cas, on considérera que l’on a en 
n générai par les formules précédentes , 




D * . B 
— _,f + — ,etc. 


n d’où l’on voit d’abord que si les nombres et, /3 , y, etc. 
n sont différens de l’unité, quels que soient d’ailleurs 
n leurs signes , on aura nécessairement , en faisant abs- 


n traction des signes, 


B 

1 


plus grand que l’unité; donc 


A_ 

B 


>1 moindre que l’unité, par conséquent plus grand que 

» l’unité , et ainsi de suite : donc B plus grand que A , 
» C plus grand que B , etc. 


n II n’y aura d’exception que lorsque parmi les nom- 
yt bres <t, jS , y, etc. il s’en trouvera d’égaux à l’unité, 
n Supposons , par exemple , que le nombre y soit le pre- 
5 ’ mier qui soit égal à ± î ; on aura d’abord B plus grand 
» que A , mais C sera moindre que B , s’il arrive que la 

ti fraction — soit de signe différent de^, ce qui est clair 

,,, . C A , 

« par 1 équation ~ =y ~ , parce que dans ce cas , 

A 

** y sera un nombre moindre que l’unité : or je 

n dis qu’ alors on aura nécessairement D plus grand que 
» B ; car puisque y — ©n aura (117) 


f = ± * -{- ^ et c 



( 
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r> or , comme c et d sont des quantités plus grandes que 
» l’unité (1 u) , il est clair que cette équation ne pourra 
» subsister , à moins que c et d ne soient de même signe ; 
n donc , puisque y et t sont les valeurs entières appro- 
n chées de c et d, ces nombres y et t devront être aussi 

n de même signe ; mais la fraction ^~y-\-^- doit 
n être de même signe que y , à cause que y est un nombre 
r> entier, et — une fraction moindre que l’unité, donc 
C 

yi jj- et / seront des quantités de même signe ; par eon- 

tC . . . . _ 

7 > sequent — sera une quantité positive. Ur on g 

C ' C , 


» donc multipliantpar — , on aura 


n_ 

B 




te 


>1 donc — étant une quantité positive, il est clair que 

n ~ sera plus grande que l’unité ; donc D sera plus, 
n grand que B. 

n De là on voit que s’il arrive que dans la série A , B, 
n C , etc. il se'trouve un terme qui soit moindre que le. 
n précédent, le terme suivant sera nécessairement plus 
v grand ; de sorte qu'en mettant à part ces ternies plu* 
n petits , la série ne laissera pas d'aller en augmentant. 

■n Au reste, on pourra toujours éviter, si l’on veut, 

S cet inconvénient , soit en prenant les nombres 
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r< y , etc. tous positifs, soit en les prenant tous dilFéren* 
» de l’unité , ce qui est toujours possible. 


n On fera les mêmes raisonnemens par rapport à la 
» série A ' , B ' , C ' , etc. dans laquelle on a pareillement- 



O 
B ' 


,A l D' . . B' 

y+T" c : - ,r+ ê ,etc - 


v d’où l’on déduira des conclusions semblables aux prt- 
31 cédentes. 


’ » 119. Maintenant si on multiplie en croix les terme» 

» des fractions voisines dans la série -7: , -777 , - 77 , > etc - 

A U C 

» on trouvera . 

B A' — AB' — 1, CB' — BC'^AB' — BA', 

D C' — CD' — B C' — CB' , etc. 

» d'où je conclus qu’on aura en général 

B A'— AB'— 1 
CB' — BC'— — 1 
DC' — CD' = \ 

ED' — DE'— — » 

etc. 

si Cette propriété est très-remarquable , et donne lieu à 
*i plusieurs conséquences importantes. 

n D’abord on voit que les fractions '-r, jr; > 77;, etc. 

Si 1S O 

r> doivent être déjà réduites à leurs moindres termes; car 
11 si , par exemple, C et C' avaient un commun diviseur 
n autre que l’unité, le nombre entier CB' — BC' serait 
11 aussi divisible par ce meme diviseur, ce qui ne se peut, 
n à cause de CB' — BC'-= — 1 . 


' Digitiz 

I 


* 
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n Ensuite si on met les équations précédentes souj 
n cette forme : 

B_ _A_ i_ 

B' A ‘ “ A'B * 

C_ _B_ i_ 

C l B' ~ B'C ‘ 

Z> C _ 1 

C* ~ 6'£»‘ 

£ D _ ' i 

£* £>* ~~ Ü'E 1 ' 

etc. 

n il est aisé de yoir que les différences entre les fractions 

» voisines de la série , ~ , , etc. vont continuel- 

A‘ B‘ C‘ 

« lenient en diminuant , de sorte que cette série est 
» nécessairement convergente. 

« Or je dis que la différence entre deux fractions 
« consécutives est aussi petite qu’il est possible , ensorte 
n qu’entre ces mêmes fractions il ne saurait tomber au- 
» cune autre fraction quelconque , à moins qu’elle n’ait 
n un dénominateur plus grand que ceux de ces frac- 
71 tions-Ià. 

n Car prenons, par exemple, les deux fractions 

CD , i 

r> ^et— ,, dont la différence est ~jûjÿT> et supposons 

Tït 

n - s’il est possible , qu’il existe une autre fraction — dont 

• n 

n la valeur tombe entre celles de ces deux fractions, et 

n dans laquelle le dénominateur n soit moindre que C* 

m C 

n ou que D 1 ; donc puisque — doit se trouver entre 

TX C 

il et 2 ^ il faudra que la différence entre — et ^ , qui 
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m C' — n C n C — m C' 


n C‘ 


■ ou , soit plus petite que 

Tl C# 

x d C 

» » différence entre — et — -, maisil est clair que 

n celle-là ne saurait être moindre que— ^:donc si 

>1 elle sera nécessairement plus grande que ' 1 ; de 

» même la différence entre — et ~ ne pouvant être 

» plus petite que - - jj - , sera nécessairement plus grande 

” que-TïïW. si n<^C , au ^ eu qu elle devrait être 
n plus petite. 

n îao. Voyons présentement de combien chaque 

n fraction de la série ^ etc. approchera de la va-* 
A ü 

n leur de la quantité a. Pour cela , on remarquera que 
n les formules trouvées dans le n° 1 17 donnent 

„ _ Ab + X 


a — 


A' b 
BcA- A 
B'c\-A 1 ' 
Cd + B 
C'd -+- B 1 
De A- C 
D'e-f C* 


« et ainsi de suite. 


n Donc si on vent savoir de combien la fraction — , 

O 

v par exemple j approche de la quantité c, on cherchera 


* 
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» la différence entre ^ et a ; en prenant pour a la qüari- 
Cd+B 


t tité 


C'd + B'* 
C CdA-JB 


on aura 


C 

° C~ C'd+B' C l ~C‘(C‘d r B') C'(C‘d v B') 

n à cause de BC' — CB' = i (1 îg) : or, comme on 
n suppose que <f soit la valeur approchée de d, ensorte 
n que la différence entre d et / soit moindre que l’u- 
n nité (ni), il est clair que la valeur de d sera ren- 
51 fermée entre les deux nombres et S db 1 (le signé 
n supérieur étant pour le cas où la valeur approchée S 
51 est moindre que la véritable d t et le signe inférieur 
n pour le cas où «P est plus grand que d ) , et que par 
n conséquent la valeur de C'd-\-B' sera aussi renfermée 
n entre ces deüx-ci, C'S-\-B' et ( c’est-à- 

C 

v dire entre D' et D' ± C' : donc la différence a — 

* sera renfermée entre ces deux limites . . ; 

» 7 JT qT > o(D' ± C r ) ' d oÙ l on P ourra f u S erde laquan- 

4 C 

n tité de l’approximation de la fraction — . 
n î ai. En général, on aura 
A , î 
a =Â^ 


BC' — CB' 


A'b 


B_ 
B ' 
C 


à — 


C' 

D 


B'(B'c+A‘) 

î 

C'tC'd-rB'ÿ 


D ' £>‘(£>‘e+C') 


et ainsi de suite. 


Or } 
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y Or , si ou suppose que les valeurs approchées a , (S , 
y y , etc. soient toujours prises moindres que les véri— 
y tables, cesnombres seront tous positifs , aussi bien que 
» les quantités b, c,d, etc. (m); donc les nombres 
» A, B ,C, etc. A' , fi' , C,etc. seront aussi tous positifs; 
y d’où il suit que les différences entre la quantité a et 

n les fractions -77 > 777 > 777 etc. seront alternative- 
A ju C/ 1 

» ment positives et négatives; c’est-à-dire , que ces frac- 
y tions seront alternativement plus petites et plus 
n grandes que la quantité a. 

y De plus, comme , c^>y , , etc. (/ivp ) 

n on aura 

b>B' f B‘c4-A'>B'y + A'>C', 

C‘d+B l > B 1 >D l , etc. 

y et comme b <£+ 1 , + 1 , 1 , on aura 

ZC-O'+i , fi 1 , 

C 1 d-f-fi‘<C 1 (J'-|-i)-l-fi‘<Z) , -f O, etc. 

y de sorte que les erreurs qu’on commettrait en prenant 

y les fractions — , etc. pour la valeur de a, 

y seraient respectivement moindres que 


1 


1 


A'B' ' B'O ’ OD x ’ CtC ’ 
n mais plus grandes que 

1 1 1 

— ■ ■ - - - - — — —— . . .. - » . . 1 -, ■ p fc 

A 1 (fi* -f A‘) ’ fi 1 (C' + fi 1 ) ' C'CD' + C 1 ) ’ 

y d’où l’on voit combien ces erreurs sont petites , et 
y combien elles vont en diminuant d’une fraction a 
y l’autre. 

a. . Q 
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ABC 

35 Mais il y a plus: puisque les fractions— , — , — ,etc. 

A Jj c 


33 sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
31 quantité a , il est clair que la valeur de cette quantité" 
33 se trouvera toujours entre deux fractions consecutive» 
33 quelconques ; or nous avons vu ci-dessus (1x9) qu’il 
33 e»t impossible qu’entre deux telles fractions puisse se 
33 trouver une autre fraction quelconque qui ait un dé- 
>3 nominateur moindre que l’unde ceux de ces deux frac- 
33 tions ; d’où l’on peut conclure que chacune des fraction* 
33 dontil s’agit exprime la quantité a plus exactement que 
33 nepourrait faire toute autre fraction quelconque, dont 
33 le dénominateur serait plus petit que celui de la fraction 

C 

33 suivante, c’est-à-dire, que la fraction — , par exem- 
33 pl« , exprimera la valeur de a plus exactement que 


33 toute autre fraction — , dans laquelle raserait moindre 
33 que D. 

« 122. Si les valeurs approchées a, $, y, etc. sont 
33 toutes ou en partie plus grandes que les véritables , 
31 alors, parmi ces nombres , il y en aura nécessairement 
33 de négatifs (1 1 1) ; ce qui rendra aussi négatifs quel- 
31 ques-uns des termes dçs séries.^ , B , C , etc.^ 1 . B 1 , 
31 C', etc. par conséquent les différences entre les frac- 

. ABC , , 

35 tions — , — , —, etc. et la quantité a , ne seront plus 
A U C 

33 alternativementpositivesetnégatives, comme dans le 
33 cas du numéro précédent; de sorte que ces fractions 
33 n’auront plus l’avantage de donner toujours des limites 
ri en plus et en moins delà quantité u, avantaged’unetrès- 
33 grande importance , et qui doit par conséquent faire 
•i préférer toujours dans la pratique les fractions con- 
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11 tinues où les dénominateurs seront tous positifs. Ainsi, 
» nous ne considérerons plus dans la suite que des frac- 
t> tions de cette espèce. 

» ia 3 . Considérons donc la série 


A 

A" 


B_ 
B 1 


C 

O’ 


D 

D‘> etC ' 


11 dans laquelle les fractions sont alternativement plus 
ii petites et plus grandes que la quantité il est clair 
» qu’on pourra partager cette série en ces deux-ci : 

ACE 
A' ‘ o ’ ¥' ’ etc ' 

B D F 
B } D" F' ' etC ’ 

» La première sera composée de fractions toutes plus pe« 
ii tites que a, et qui iront en augmentant vers laquan- 
» tité a ; la seconde sera composée (de fractions toutes 
n plus grandes que a, mais qui iront en diminuant vers 
ii cette meme quantité. Examinons maintenant chacune 
» de ces deux séries en particulier : dans la première , 
n on aura (117) et (119), 

C _ A _y_ 

O A * — A‘ C' ’ 

E_ 

C‘ 


E l 


C'E * 


etc. 


n et dans le seconde, on aura 

B D X 

B' D 1 ~ ITÔ 7 ’ 

D F Z 

. * ÏÏ' F‘ iFF 7, 0tc ' 
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s -t t 

n Si les nombres y, -T, e, etc. étaient tous égaux à 
r> l’unité, on pourrait prouver, comme clans le n® 1 19 , 
b qu’entre deux fractions consécutives quelconques do 
r> l’une ou de l'autre des séries précédentes, il ne pourrait 
51 jamais se trouver aucune autre fraction dont le déno- 
v minateur serait moindre que ceux de ces deux frac- 
n tions ; mais il n’en sera pas de même , lorsque les nom- 
>1 bres y , cP, s, etc. seront différons de l’unité - , car dans 
» ce cas, on pourra insérer entre les fractions dont il 
11 s’agit autant de fractions intermediaires qu’il y aura 
n d’unités dans les nombres y — i, / — 1 , e — 1, etc. 
n et pour cela , il n’y aura qu’à mettre successivement 
n dans les valeurs de C et C' (117), les nombres î, 

n 2 , 3 , y — 1 , à la place de y ; et de même dans 

P les valeurs de D et D' , les nombres 1 , a, 3 , . . .<f — 1 , 
33 à la place d e tT , et ainsi de suite. 


si 1 34. Supposons , par exemple , que y soit = 4 1 ort 
»i aura 

C = 4 /;-M et Oz= 4 B'+A\ 

, r . A C 

33 et on pourra mserer entre les tractions— et , trois 
>3 fractions intermédiaires , qui seront 


B ■+■ A . ’zB -f- A 3 /J 4 - A 
B l +Â l> 2 U'-\-A" 3Zf -j- A 1 ' 

33 II est clair que les dénominateurs de ces fraction» 
33 forment une suite croissantepardesdifférences égales, 
33 depuis A' jusqu’à C ‘ , et les numérateurs depuis A 
33 jusqu’à C‘, et nous allons voir que les fractions elles- 
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71 q u '^ £Î> en sorts q »'» 1 sera >t maintenait impossible 
« d’insérer dans la série 


A B-j-A aB+A 3B+A 4B+A C 
A‘ ’ B‘-j-A‘ ’zB'+a" 3 B'+Â' ’ 4&+A' ° U C‘ ’ 

” aucune fraction dont la valeur tombât entre celles des 
n deux fractions consécutives, et dont le dénominateur 
” se trouvât aussi entre ceux des mêmes fractions. Car si 
» onprend lesdilféreucesentreles fractions précédentes, 
« on aura , à cause de B A 1 — AB' = i , 


B+A 

A 


B‘+A' 
2 />’ -\-A 

A ' A‘(ü'-\-A') 

B+A <= r 

a B'+A' 

B'+A' ~ 

(U'+SÎ') 

3B+A 

aB+A 

1 

5B'+A l 

ZB'+A 1 ~ 

(zB'+A') ( pB‘+A { ) 

« c 3B+-A 

1 . ; 


C {3D'+A') O ’ 


JÎ J* — j, ‘i 

v d’où l’on voit d’abord que les fractions— , — — ' ■ ' ■ ^, > etc. 

ji vont en augmentant, puisque leurs différences sont 
r> toutes positives; ensuite, comme ces différences sont 
n égales a l’unité divisée par le produit de deux dénomi— 
n nateurs , on pourra prouver, par un raisonnement ana- 
» logue à celui que nous avons fait dans le^® 119 , qu’il 
)i est impossible qu’entre deux fractions consecutives d» 
n la série précédente , il puisse tomber une fraction quel- 

” conque—, si le dénominateur «tombe entre les déuo- 
11 

c minateursde ces fractions, ou en général, s’il est plus 
si petit que le plus grand des deux dénominateurs. 
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» Déplus, commelesfractionsdontnousparlonssont 
n toutes plus petites que la vraie valeur de a , et que la 
B , 

>1 fraction -j - , estplus grande , il est évidentque chacune 

» de ces fractions approchera de la quantité a , en sorte 
n que la différence en sera plus petite que celle de la 

B 

» meme fraction et de la fraction — ; or on trouve 

B 1 


A 

A r 

B-i-A 

! 1 
|Sï te|Sa 

1 11 

1, 

*A'B' 

1 

B'-\-A' 

B' ~ 


oB-\-A 

B 

î 

aB'+A' 

B' ~ 


5B+A 

B 

î 

’ 3 B‘+A‘ 

B 1 — 

(pÜ'+A')B l 

C 

B 

î 

o~ 

~ B' — 

O B 1 • 


» Donc , puisque ces différences sont aussi égales à 
n l’unité divisée par le produit des dénominateurs , on y 
« pourra appliquer le meme raisonnement du n° ng, 

n pour prouver qu’aucune fraction — ne saurait tomber 


« entre une quelconque des fractions — 


B -A- A 
B' + A' Z 


j» 


aB-*~A 

q.B'A-A" 


etc. et la fraction ^ 


, si le dénominateur n 


ii est plus petit que celui de la même fraction ; d'où il 
rr suit que chacune de ces fractions approche plus delà 
n quantité a que ne pourrait faire toute autre fraction 
n plus petite que a, et qui aurait un dénominateur plus. 


« 


\ 
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v 

51 

)1 


W 

51 

55 

51 

51 

51 

51 

51 

51 

51 


51 

>1 

55 

55 
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petit, c est— à-dire , qui serait conçue en termes plus 
simples. 

” ia5. Nous n'avons considéré dans le numéro précé- 
dent que les fractions intermédiaires entre— et — ■ 

A' C l 

il en sera de même des fractions intermediaires entre 

C E E G 

O et E'’ entre /T‘ et (j,> etc - s * 5 j » , etc. sont de$ 
nombres plus grands que l’unité. 

n On peut aussi appliquer à l’autre série — — 

B 1 ' D l * 
F 

jyi, etc. tout ce que nous venons de dire relativement à 
A. C 

la première série — , — , etc. de sorte que si les Dom- 

bres <f , Ç, etc. sont plus grands que l’unité, on pourra 

insérer entre les fractions ~ et Rentre ^ et Ç, etc. 

différentes fractions intermédiaires , toutes plus grandes 
que a mais qui iront continuellement en diminuant , et 
qui seront telles qu’elles exprimeront la quantité a plus 
exactement que ne pourrait faire aucune autre fraction 
plus grande que a , et qui serait conçue en termes plus 
simples. 


» De plus, si $ estaussi un nombre plus grand que l’u- 
nite, on pourra pareillement placer avant la fraction 

jp , les fractions — — ■ , etc. jus- 

M+ i . B 

< I ua g — , savoir , pp , et ces fractions auront les 


mêmes propriétés que les autres fractions interme- 
diaires. 


4 
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» De cette manière on aura donc ces deux suites 
« complètes de fractions convergentes vers la quantité a. 

Fractions croissantes et plus petites que a. 


A B-\-A zB-\-A (y — 1) B-\-A 

~Â" B'+À"*B'+A' ’ i)B‘-\-A l ’ 

C D+C zD+C ( E _,)Z)+C 

O’ D'-t-C'’ aD'+C“ (t—i] \D'+ 0 ’ 


, E F-\-E 
E" F‘-t-E‘ 


etc., etc., etc. 


Fractions décroissantes et plus grandes que a. 


A- f— 1 2 Af-i f 3 A-{~i 

~r~’ ~’~3 » ’ 


B 

B' ' 
D 

D" 


C-\-B zC+B (<T— 1) C+ B 

O+B'' zC'+B' ’ (<T — ’ 


E+n 
E'+ü 1 


etc., etc., etc. 


» Si la quantité a est irrationnelle , les deux séries pré- 

u cédentes iront à l'infini , puisque la série des fractions 

ABC , 

« -j , — , —, etc. que nous nommerons dans la suite 
jtl Jj C 

11 fractions principales , pour les distinguer des fractions 
51 intermediaires , va d’elle-méme à l'infini (117). 


55 Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une 
y / 

51 fraction quelconque — , nous avons vu dans le numéro 


ji cité , que la série dont il s’agit sera terminée , et que la 
« dernière fraction de cette série sera la fraction même 
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V . 

t — ; donc cette fraction terminera aussi nécessairement 

» une des deux séries ci-dessus, mais l'autre série pourra 
n toujours aller à l'infini. 

n En effet , supposons que <f soit le dernier dénomi- 

r> nateur de la fraction continue , alors — sera la der- 

33 nière des fractions principales, etlasériedesfractions 
33 plus grandes que a sera terminée par cette même frac- 

33 t' on or l’autre série des fractions plus pctitesquec, 

3 ’ se trouvera naturellement arrêtée à la fraction , qui 

n précède ; mais pour la continuer, il n’y a qu'l 

» considérer que le dénominateur e, qui devrait suivre 
1' le dernier dénominateur cT, sera =oo (ni); de 

n sorte que la fraction — , qui suivrait ~ dans la suite 

Alt AJ 

n des fractions principales , serait 

co D + C __ D 
oo D'+O ~ 7T' ' 


>3 or , par la loi des fractions intermédiaires , il est clair 
i 3 qu’ à cause de s— oo , ou pourra insérer entre les frac- 
C E 

n tions — et une infinité de fractions intermédiaires, 
n qui seront 

/M-C qD+C ZD+C 
D'-fC ’ uü'+C'’ ZD'+C'\ et °' 


\ 
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3 ’ Ainsi , dans ce cas , on pourra , après la fraction — 

33 dans la première suite de fractions, placer encore les 
33 fractions intermédiaires dont nous parlons, etlescon- 
33 tinuer à l'infini. 

33 îaS. Une fraction exprimée par de grands nombres 
p étant donnée, trouver toutes les fractions en moindres 
33 termes , qui approchent si près de la vérité , qu’il soit 
p impossible d’en approcher davantage par des fractions 
33 plus simples. 

33 Ce problème se résoudra facilement par la théorie 
33 que nous venons d’expliquer. 

33 On commencera par réduire la fraction proposée en 
33 fraction continue , parla méthode du n° 1 1 a , en ayant 
33 soin de prendre toutes les valeurs approchées plu* pe- 
33 titesquelesvéritables,pourquelesnombres«,£, y,e te. 
3 * soienttous positifs ; ensuite , à l’aide des nombres trou- 
3» vés«, ( 3 , y, etc. on formera, d'après les formules du 

33 n° 117, les fractions —, etc. dont la der- 

33 nière sera nécessairement la même que la fraction pro- 
33 posée , parce que , dans ce cas , la fraction continue est 
n terminée. Ces fractions seront alternativement plus pe- 
33 titeset plus grandes que la fraction donnée, et seront 
33 successivement conçues en termes plus grands; et de 
* i 3 plus, elles seront telles, que chacune de ces fractions 
33 approchera plus de la fraction dounée , que ne pourrait 
3 v faire toute autre fraction quelconque qui serait conçue 
33 en termes moins simples. Ainsi on aura par ce moyen 
33 toutes les fractions conçu es en moindres termes que la 
33 proposée , qui pourront satisfaire au problème. 

33 Que si on veut considérer on particulier les fractions 
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” plus petites et les fractions plus grandes que la pro- 
« posée, on insérera entre les fractions précédentes au- 
• » tant de fractions intermédiaires que l’on pourra, et on 
« en formera deux suites de fractions convergentes, les 
n unes toutes plus petites et les autres toutes plusgrandes 
y que la fraction donnée (in 3 , 1 24 et ia 5 ); chacune de 
» ces suites aura en particulier les mêmes propriétés que 

» lasuite des fractions principales ^ etc. car 

yz 1 Jj l C 

« les fractions dans chaque suite seront successivement 
n conçues en plus grands termes, et chacune d’elles ap- 
« procheraplusde la fraction proposée , que ne pourrait 
y faire aucune autre fraction qui serait pareillement plus 
y petite ou plus grande que la proposée , mais qui serait 
» conçue en termes plus simples. 

y Au reste, il peut arriver qu’une des fractions intcrmé- 
» chaires d’une série n’approche pas si près de la fraction 
n donnée, qu’une des fractions de l’autre série, quoique 
5' conçue en termesmoins simples que celle-ci; c’estpour- 
>1 quoi il ne convient d’employer les fractions intermé- 
r> chaires , quelorsqu’onveutqueles fractions cherchées 
y soient toutes plus petites ou toutes pins grandes que la 
» fraction donnée. 

» 127. Suivant la Caille , l’année solaire est de 365 ' 5 * 
r> 4 ^' 49", et paç conséquent plus longue de 5 * ^ 6 ' 4 $* 
y que l’année commune qui est de 365 ';si cette différence 
« était exactement de six heures, elle donnerait un jour au 
n bout de quatre années communes ; mais si on veut sa- 
» voir au juste au bout de combien d’années commune# 
n cette différence peut produire un certain nombre de 
» jours, il faut chercher le rapport qu’il y a entre 24' 
« et 5*48 49 # > on trouve ce rapport =-^7? ; de sorte 
;» qu’on peut dire qu’au bout de 86400 années com- 
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51 munes, il faudrait intercaler 20929 jours pour les ré— 

si duire àdes années tropiques (*) 

51 Comme le rapport de 8 S 4 co à 20929 est exprimé en 
55 ternies fort grands, on propose de trouver en des termes 
55 plus petits des rapports aussi rapprochés de celui-ci 
55 qu’il lui est possible. 

« On réduira donc la fraction |£~°| en fraction con- 
55 tinue par la règle donnée dans le n° 112, qui est la. 
)i même que celle qui sertà trou ver le plus grand commua 
55 diviseur de deux nombres donnés : on aura 


20929 


8G4oo'4=a 
807 ib| 

2b84j2oq3ql7— (3 
18788! 

2684 

2141 

543 


2141 


1 —y 

2i4i'3=l' 

1G29I 


5l2 


543; 

5i2| 

01 


î—i 

012 

4q6 




16’ 


loi 

16I 

i 5 


1=» 


16! 

Ii5l 

1 


»5ji 5f=t 
1 51 
o. 


(*) On appelle année solaire ou année tropique l’espace de temps 
qu’il faut pour ramener la terre dans la meme position «t l’egard du 
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vi Connaissant ainsi tous les quotiens y, etc. on en 

” formera aisément la série etc. de la manière 

A 1 Jj 1 

n suivante : 


4 , 

7» 

1 , 

3, 

1 . 

16 . 

i> 

» , i5. 

4- . 

*9 

3 3 

1 22 

I 6 I 

77 04 


OM PrfA..O 

I * 

7 > 

3 > 

3» * 

9 » 

<S»* f 

J 

» > -> 9 J loy.ÿ» 


>' où l’on voit que la dernière fraction est la même que 
» la proposée. 

» Pour faciliter la formation de ces fractions, on écrira 
n d’abord, comme je viens de le faire, la suite des quo- 
» tiens 4 , 7, 1 , etc. et on placera au-dessous de ce* 
ri quotiens les fractions f ^ , y , etc. qui en résultent. 

n La première fraction aura toujours pour numéra- 
n teurle nombre qui est au-dessus , et pour dénomina- 
n teur l’unité. 

n La seconde aura pour numérateur le produit du 
n nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la 
n première, plus l’unité, et pour dénominateur le nom- 
n bre même qui est au-dessus. 

n La troisième aura pour numérateur le produit du 
* nombre'quiy est au-dessus par le numérateur delà se- 
» conde, plus celui de la pi-emière, et de même pour 

soleil. Les astronomes ont conclu des observations , que cet espace 
est de 365 jours 5 heures 48 minutes 49 secondes j et il suit de là. 
qu’au bout de 365 jours, ou d’une année civile , il s’en faut de 
5 heures 48 minutes 4{) secondes que la terre n'aiî achevé sa révo- 
lution autour du soleil. Ce complément sc trouve compris dans 
l'année suivante. S’il était précisément de G heures, 4 révolution* 
rempliraient 4 ans et un jour. 

Les jours qu’on ajoute pour accorder les révolutions de la terre 
avec les armées civiles , «'appellent jours intercalaires , ou inlcr~ 
oa la lions. 
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n dénominateur le produit du nombre qui est au-dessus 
n par le dénominateur de la seconde , plus celui de la 
n première. 

n Et en général chaque fraction aura pour numérateur 
« le produit du nombre qui j est au-dessus par le numé— 
n rateurdela fraction précédente , plus celui del’avant- 
« précédente ; et pour dénominateur le produit du même 
« nombre parle dénominateur de la fraction précédente, 
n plus celui de l’a vant-précédente . 


» Ainsi, 29 = 7.4+1, 7=7, 33=1.29+4, 
» 8=1 . 7 + 1 , ia8=3 . 33-f 29, 3i =3 . 8+7, et 
n ainsi de suite : ce qui s'accorde avec les formules du 
n n°ii7. 


« Maintenant on voit par les fractions + i*, etc. 

a que l’intercalation la plus simple est celle d’un jour 
a dans quatre années communes, ce qui est le fon- 
a dement du calendrier julien; mais qu’on approcherait 
fl plus de l'exactitude en n’intercalant que sept jour* 
n dans l’espace de vingt-neuf années communes, ou 
a huit dans l’espace de trente - trois ans , et ainsi de 
n suite. 


a On voit déplus, que comme les fractions f, -y , * 4 , 
)t sont alternativementplus petites et plus grandes que la 

24* 


a fraction i|||| ou- 


— , l’intercalation d’un jour 


5 * 48' 49* 

n sur quatre ans sera trop forte, celle de sept jours sur 
a vingt-neuf ans trop faible , celle de huit jours sur 
a trente-trois ans trop forte, et ainsi de suite; mais 
fl chacune de ces intercalations sera toujours la plus 
n exacte qu’il est possible dans le même espace de temps. 


n Or, si on range dans deux séries particulières les 
a fractions plus petites et les fractions plus grandes que 


\ 


Digitized by.Google 



DES ÉLÉMENS D’ALGEBRE. 255 

n la fraction donnée, on y pourra encore insérer diffc- 
» rentes fractions intermediaires pour compléter les sé— 
n ries; et pour cela on suivra le même procédé que ci- 
n dessus , mais en prenant successivement à la place de 
« chaque nombre de la série supérieure tous les nombre» 
n entiers moindres que ce nombre (lorsqu’il y en a ). 

»> Ainsi, considérant d’abord les fractions croissantes 

C 


4, 

1 , 

i , 

1 , 

i5. 

4 

3 3 

161 

*8 6 f 

K400 

1 

u 9 

s» » 

69 4 > 

îoyiy 


>1 on voit qu’à cause que l’unité est au-dessus de la se- 
n conde , de la troisième et de la quatrième , on ne 
« pourra placer aucune fraction intermediaire, ni entre 
» la première et la seconde, ni entre la seconde et la troi- 
ii sième, ni entre la troisième et la quatrième; mais 
p comme la dernière fraction a au-dessus d’elle le nom- 
n bre i5, on pourra, entre cette fraction et la précé- 
n dente, placer quatorze fractions intermédiaires, dont 
n les numérateurs formeront la progression par difFé— 
n rences2865-f-556_9, 2865-1-2. 55S9,28S5+3.5569,etc. 
n et dont les dénominateurs formeront aussi la progres- 
ii sion 6 94+134,9, 694 -|-2 . i 34 g , 694+3. 134g, etc. 

n Par ce moyen, la suite complète des fractions crois» 
» santés sera 

1 11 1 < T * ** < 8 4*4 t 4 oo ; 1 <m 7 r >mt 1 07 » o 

I 9 “Y ) >9 9 f> > I04P } 3 n > 4741' > 6u o > ÿ.wJ9> 
*<779 4 T 843 47417 < } ■> 3 6 < 8 ÿ ■ 1 6*1 34 f > * 9 X_ 7 

TfiïY 3 10137) 11486.) 118 M ) 1 1 8 4 > 4 5 4 j 5 £ £ 1 9 tTi j 1 » 

8 08 i l 8<4oo 
lytüo ) 10 . Z 9 m 

n Et comme la dernière fraction est la même que la 
n fraction donnée , il est clair que cette sérié ne peut pas 
ii etre poussée plus loin. £ 

n De là on voit que si on ne veut admettre que des 
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» intercalations qui pèchent par excès , les plus simples 
>' et les plus exactes seront celles d’un jour sur quatre 
» années , ou de huit jours sur trente-trois ans, ou de 
» trente-neuf sur centsoixante-un ans, et ainsi de suite. 

» Considérons maintenant les fractions décroissante^ 


7, 3 , 16, î , 

l 9 i i R g t o 4 < H 9 

7 > il > 6 S s > » >47* 

,, , , * 

t> et d abord , à cause du nombre 7 qui est au-dessus 

» de la première fraction , on pourra en placer six autres 

n avant celle-ci , dont les numérateurs formeront la pro- 

n gressionpardilFérences4-f-i,2.4+t)3.44 _1 > etc. et 

n dont les dénominateurs formeront la progression 1 , 

* 2, 3 , etc.; de même, à cause du nombre 3 , on pourra 
v placer entre la première et la seconde fraction , deux 

, n fractions intermédiaires; et entre la seconde etlatroi- 
n sième, on en pourra placer i 5 , à cause du nombre iS 
n qui est au-dessus de la troisième ; mais entre celle-ci 
n et la dernière on n'en pourrait insérer aucune , à cause 
n que le nombre qui est au-dessus est l’unité. 

f % 

r> De plus , il faut remarquer que comme la sérié pre. 

* cédente n’est pas terminée par la fraction donnée, on 
11 peut encore la continuer aussi loin que l’on veut, - 
n comme nous l’avons fait voir dans le n° 126. Aihsi on 

:i aura cette série de fractions décroissantes : 


i 0 Ü » T ai 1 » 2 JL §Jk 2J. JLZ* - 89 4* o * 1 1 UL? . 
7 > » > i y > * » o > -j > rr> 70 > 1 o 9 > TTï > 1% ' >. 

9 11 1094 m i 1 y 1 (S 1 < 7 7 1 7 î S x _3 9 9 

ooj) y ’jo 4 y *4j y j s a > 4 * » > 460 y ~ 4* y\> * 1* * 

OU I q7Q4 % y 49 9j9£9 « t<» ; * o z * S $ 1 » 49 

> / 7 » d i à y 6 *» y x j 4 9 y \ixit y 43x0 ; y 4* îo > Ti > o 4 0 > 


457 1 69 
1O0 994 » 


etc. 


33 lesquelles sont toutes plus grandes quela fraction pro- 
î> posée , et en approchent plus que toutes autres frac-, 
» tions qm seraient conçues en termes moins simples. 

ji O ni 


4 


* 
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11 On peut conclure de IA que si on ue voulait avoir 
Vi égard qu’aux intercalations qui pécheraient par dé- 
>1 faut, les plus simples et les plus exactes seraient celles 
« d’un jour sur cinq ans, ou de deux jours sur neuf ans, 
•h ou de trois jours sur treize ans , etc. 

n Dausle calendrier grégorien ,onintercale seulement 
ti quatre-vingt-dix-sept jours dans quatre cents années ; 
ti on voit par la table précédente qu’on approcherait 
ji beaucoup plus de l’exactitude en intercalant cent neuf 
51 jours en quatre cent cinquante années. 

h Mais il faut remarquer que dans la réformation gré- 
51 gorienne , on s’est servi de la détermination de l’année 
ri donnée par Copernic, laquelle est de 365 jours 5 heures 
51 49 minutes ao secondes. En employantcet élément, on 
51 aura , au lieu de la fraction . celle-ci , ~f| , ou 
h bien J , t d’où l’on trouverait, par la méthode précé- 
5i dente, les quotiens 4, 8, 5, 3, et de là, ces fractions 
n principales., 

4, 8, 5, 3 „ 

A 3 î T * ‘) » 4* 

r ) T> *♦ » > i j i > 

>, • 
h qui sont , à l’exception des deux premières , assez dif- 
51 férentes de celles que nous avons trouvées ci-cjessus. 
51 Cependant on ne trouve pas parmi ces fractions la 
51 fraction j adoptée dans le calendrier grégorien , et 
r cette fraction ne peut pas même se trouver parmi les 
h fractions intermédiaires qu’on pourrait insérer dans les 
h deux séries 7 ,^ et ft'? j car il est clair qu’elle 
51 ne pourrait tomber qu’entre ces deux dernières frac- 
5 i tions, entre lesquelles, à cause du nombre 3 qui est 
51 au-dessus de la fraction , il peut tomber deux frac- 
51 tions intermédiaires , qui seront et y„‘ ; d’où l’on 
n voit qu’on aurait approché plus de l’exactitude, si, 

11 


/ 
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p dans la réformation grégorienne, on avait prescrit de 
51 n'intercaler que quatre-vingt-dix jours dans l'espace 
n de trois cent soixante-onze ans. 

n Si on réduit la fraction à avoir pour numérateur 
« le nombre 86400, elle deviendra ^tt, ce qui suppo- 
rt serait l’année tropique de 365 jours 5 heures 49 mi- 
n nutes, 12 secondes. 

ji Dans ce cas , l’intercalation grégorienne serait tout- 
31 à-fait exacte ; mais comme les observations donnent 
n l’année plus courte de 23 secondes , il est clair qu’il 
r> faudra nécessairement , au bout d’un certain espace 
n de temps, introduire une nouvelle intercalation. 

11 Si on voulait s’en tenir à la détermination de La- 
it caille, comme le dénominateur 97 de la fraction 
11 se trouve entre les dénominateurs de la cinquième et 
ri de la sixième des fractions principales ^trouvées ci- 
3i devant, il suit de ce que notis avons démontré n° 122, 
33 que la fraction approcherait plus de la vérité que 
P la fraction ~ ; au reste , comme les astronomes sont 
'i encore partagés sur la véritable longueur de l’année , 
h nous nous abstiendrons de prononcer sur ce .sujet; 
11 aussi n’avons-nous eu d’autre objet dans les détails 
31 qua nous venons de donner , que de faciliter les 
3i moyens de se mettre au fait des fractions continues 
h et de leurs usages; dans cette vue, nous ajouterons 
•1 encore l’exemple suivant. 

il 128. IN'ous avons déjà donné (1 16) la fraction con- 
» tinue qui exprime le rapport de la circonférence du 
« cercle au diamètre , en tant qu’elle résulte de la frac- 
31 tion de Ludolph ; ainsi , il n’y aura qu’à calculer de 
11 la manière enseignée dans l’exemple précédent, la 
n série des fractions convergentes vers ce même rapport, 
a laquelle sera 

# 
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29a, 


. ¥■ . . M-V. i£ÜLÏi 1 o 4 j 4 H £ 0 » 14 , 

> 7 > 106 > JJ.O» , ÏÏ4.6 > TîTTT > VjTjr» rSTTÎT» 


3, 


* 4 > 


3 , 


! V 1 *"! lîZ—Lll i-'X H.I .«<707o<» ,4, 

ï 447 » i > TTTâTTo > • 7 1 > • 1 3 > I. . 1.1-îl > j 7*it67 r?» 


2, 


2 , 


4.1 ■.« «.? 9 jj _7 ioSI 9 «« 84 |Ç J( 4 «#»i 719 üiiTPlotu un,,,.,,. 

i j i ° o ; s ?7> T45ÏT17T1 J aTTTTaTrf'j r?rnTv 6 Ï 7 J WlW/rrA 1 » 


84, 


lj»77l'77 (;.1 <!7>Ki99t4i« 

« 7014 * 7 1 >9 > I«76<Io*74oT > 1 1 4»oî 7 ÏJ,o 7 >7 t io t TS'of Ti » 

i» i5, 3, 

8717 , < 891 , iHnn.l.K ,!» 4 l|i]«l 7 PU«l 9 t 
3*5 17 !*->«• >>* > 4441 >44 7 7 O- *TÏ > > J «TôjTY ï“ 7 a 1 . 7 > 

l3 > l > 4, 

112* 3.7 4 PA» 0*7 74 1 tfn 8 99 1 H 4» 70 4 5 ^014(17)01)71(01, 

»«» 64 ÿio 48 i x 4374 » »Ÿ>^»pv»év«fîçjrr» y 6 rTûTrfTtfTjvr/î - # 

^ * 6 ) 

66 4 x 1 4 *^1 888 88 7 4 looio 9 44 to< 0X014) 
l * ïOi 1 7 4«1 jTTy 157 > i 46«7<7 i»'4*7 > 

6 , 

a «c 4 ^ <91 11 7 1 1 9 1 04 ? 4 _J_ 1o7 6 l O A 07 I 7 1 o 1 7 1 < 2 ï 

8414*8» 874*6> * >»07 > y 79 34S i *7*7 4 TooT-iJ"* 


fl Ces fractions seront donc alternativement plus pe- 
« tites et plus grandes que le vrai rapport de la circon- 
fl férence au diamètre; c’est-à-dire, que la première i 
« sera plus petite, la seconde “plus grande , et ainsi dè 
fl suite, et chacune d’elles approchera plus de la vé- 
« rité que ne pourrait faire toute autre fraction qui 
« serait exprimée en termes plus simples , ou en gé- 
» néral, qui aurait un dénominateur moindre que lo 
» dénominateur de la fraction suivante ; de sorte que 
» l’on peut assurer que la fraction } approche plus de 
« la vérité que ne peut faire aucune autre fraction dont 
n le dénominateur serait moindre que 7, de même la 
» fraction ~ approchera plu* de la vérité que toute 


a 
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» autre fraction dont le dénominateur serait moindre 
« que io 6 , et ainsi des autres. 

n Quant à l’erreur de chaque fraction , elle seratou- 
11 jours moindre que l’unité divisée par le produit du dé- 
11 nominateur de cette fraction par celui de la fraction 
n suivante. Ainsi l’erreur de la fraction -j- sera moindre 
n que f , celle de la fraction — sera moindre que - f - ' bT l 
n et ainsi de suite. Mais en même temps l’erreur de 
n chaque fraction sera plus grande que l’unité divisée par 
« le produit du dénominateur de cette fraction , par la 
n somme de ce dénominateur et du dénominateur de 
n la fraction suivante; de sorte que l'erreur de la frac- 
u tion f sera plus grande que -J , celle de la fraction “ 
n plus grande que — J-tt > et a i ns * de su ‘ te C 1 2 ' )• 

n Si ôn voulait maintenant séparer les fractions plus 
n petites que le rapport de la circonférence au diamètre, 
n d’avec les plus grandes , on pourrait, en insérant les 
n fractions intermédiaires convenables , former deux 
n fuites de fractions , les unes croissantes et les autres 
n décroissantes vers le vrai rapport dont il s’agit; on 
n aurait de cette manière 

Fractions plus petites que 


? ai 47 69 9 « «il i 1 5 i » 7 * 7 9 tôt ni a $ 7 

T f g > ij> ft>) 19 > t 4 3* t o) n M4 ) 71 ) T"? y TT > 
oJ9 jjj VU 69 8 L°±l JLii*. i_I*2 in* 146 1 _ 

fil 9 v 9 9 * o 6 y 119) 3 fi" 9 44 * > > **'8 * 61 1 * TJ 4 ; 


Fractions plus grandes que 


circonf. 

diamèt. 


47 1JS I? iff l_9 2X IL 1 10434* » 1464 08 

7 > 7 > 1 "P 7*113* 3 31» * > 9913 ** 3 6 4 v 1 3 y 

5 4 « 9 U « 8 i f f 3 1 o 8 l 49 70 70(31 41 « 1 1 79 87 1480194883 f 
iTï 1 & 3 3 * 1/131 6tif 11746*97 > tT*oo2976 * *t7 ÎT8 >707 * 


n Chaque fraction de la première série approche plus 


4 - 
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» de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction 
» exprimée en termes plus simples,. et qui pécherait 
» aussi par défaut; et chaque fraction de la seconde 
» sérié approche aussi plus de la vérité que ne peut 
r> faire aucune autre fraction exprimée en termes plus 
» simples et péchant par excès! 

» Au reste , ces séries deviendraient fort prolixes , si 
n on voulait les pousser aussi loin que nous avons 
» fait à l’égard des fractions principales données ci- 
» dessus ». 


12g. Après les exemples ci-dessus , les lecteurs 
trouveront sans peine les diverses valeurs approchées 

de l/ 2 > 


* 

a » 


_» T 

1 ^ 9 


99 

7 O 9 


» X 0 

l 6v > 


etc. 


au moyen de la fraction continue 


1 1 

2-f - 1 

2-f-etc. (1 16). 


Une semblable fraction , dans laquelle les dénomina- 
teurs sont toujours les mêmes, ou reviennent dans un 
certain ordre, se nomme fraction continue périodique , 
et peut toujours être regardée comme la racine d’une 
équation du second degré. 


Soit la fraction a ■+• g 


+ 4,1 

etc. 


en la faisant égale à oc, on aura 


3 



sGa 
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x — a=y . 1 

D+ T , 1 

* +l +\ l 

b -f- etc. 


\ 


Le nombre des fractions intégrantes étant illimité, il est 
évident qu’on peut substituer encore x — a à l’ensemble 
des fractions qui suivent la première, ensorte qu’on 
aura 

X — °= b+x—a ’ 

d’où il suit 


x“ — (2 a — b)x-t~a 3 — ab — 1 =0, 

éqrtation de laquelle dépend l’inconnue x, qui repré- 
sente la fraction proposée. Eu supposant a= 1 et i=a, 
elle devient 

X a 2 = 0, 

et donne 


x= v/â; 

ce qui justifie l’expression indéfinie rapportée plus 
haut. , 

t , Soit encore la fraction continue 


“+s+i , . 

c+ i+- , 

c -(- etc. 


dont la période embrasse deux fractions intégrantes ; 
on aura dans ce cas 
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1 



1 

c-f-etc. 


et on substituera x — a au lieu de toutes les fraction* 
qui suivent la seconde; il viendra 


1 a 


X — a: 


b+ 


c -(- x — a 


dont on tirera 

bx*— {zab*— b c") x a* b — abc — c— o. 


Il est facile d’étendre ce procédé à telle fraction pé- 
riodique que ce soit. 

Réciproquement une équation du second degré étant 
donnée , on en tirera une fraction continue périodique , 
en lui appliquant la méthode donnée (jbl/ém. 221) pour 
résoudre les équations par approximation. On trouvera 
la démonstration de cette même proposition dans les 
Mémoires de l’Académie de Berlin, ann. 1768, p. i 35 , 
et dans les Additions à V Algèbre d’Euler , pag. 47S. 


De quelques autres transformations des fractions. 


i 3 o. On a vu dans le n° 1 12 que la fraction continue 

équivalente au nombre fractionnaire — s’obtenait de la 

même manière qu’on procède à la recherche du plus 
grand ' commun diviseur , c’est-à-dire , en divisant A 
par D , puis D par le reste C, puis ce premier reste C 
par le second D , et ainsi de suite. On peut, aulieude 
prendre à chaque opération partielle un nouveau divi— 

4 * 


\ 
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dendeet on nouveau diviseur, diviser le premier nombre 
A par B , puis par le reste C de cette première division , 
puis par le reste C' de la seconde , et ainsi de suite. On 
obtiendra d’après ce procédé une espèce de fractions 
convergentes, remarquées d’abord par Lambert, et 
traitées depuis par Lagrange dans le volume des débats 
de l’Ecole Normale , et dans le 5' cahier du journal de 
l’Ecole Polytechnique. 

Si on fait successivement 


on en déduira 


A = m fi -f- C 
A — n C-\-C 
A — riC+C 
A =n" C"-\- C* 


etc. 


1! 

m + l T 

C — 

A — C 


Tl 

C = 

A — C ' 

h' 

/ 'U. 

A — C 

^ - n" 


etc. 

d’où l’on conclura ces diverses valeurs : 


A C 

-=m+ F 

A _ A C_ 

fi — m + jj n Bn 

A _ A A C 

B m ' Bn Bnn! ' Bnn' 

A __ A _A_ _A_ C_ 

~B~ m 'Bn finn\ ' finn'n". Bnn'n" 

etc. 
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si 

La fraction — est ainsi transformée dans une suite 

AJ 

convergente ; car il est visible quelesquotiensn, n',rc", etc. 
vont en croissant, tandis que les restes C, C , C",e te. 
diminuent sans cesse : on voit de plus que cette série doit 

si 

s’arrêter toutes les fois que le nombre — est rationnel. 

En efTet, la suite des divisions prescrites parle procédé 
ci-dessus conduit nécessairement à un quotient exact , 
lorsque A et. B sont des nombres entiers, puisque les 
restes diminuant successivement , on doit finir par en 
trouver un égal à l’unité quand les nombres A et B sont 
premiers entre eux. 


i3i. Si on prend, au lieu du nombre fraction- 

A C 

naire — , la fraction proprement dite — , danslaquellr 

C <^£ , on aura 


B—n C +C ! 
B=zriC+C"\ ou 

etc. 


! c__ i 

B. n 

c__l 

B ~~ri 

B ~ n 
etc. 


C 
Bn 
C 
B ri 
C 
' B ri 



d’où l’on tirera successivement 


c_ — I _ £ 

B n Bn 

C_ __ i i_ C" 

B n nri Bnri 

i_ i_ _x c 

B n nri nri n" B nri ri ' 

etc. 
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Toutes les fractions convergentes de ces résultats , ex- 
cepté la dernière , ont pour numérateur l’unité. Cette 
dernière donne toujoursl’erreur quirésulte de l’ensemble 
des autres. 11 est facile de conclure de là que ces valeurs 


1111 
n' n nri ’ n 


_L + _L_ 

rat nn n 


etc. 


sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
fraction ~ , en supposant toujours les quotiens n , n' , 


n" , etc. pris comme en arithmétique. Il serait facile de 
trouver les modifications qu’apporteraient dans cette 
conclusion et dans les signes des fractions partielles , des 
quotiens pris tantôt en excès et tantôt en défaut ; les con- 
sidérations analogues développées dans le n° 114 nie 
dispensent d’entrer ici dans aucun détail à cet égard ; 
je me bornerai à faire remarquer que l’on aura une 
approximation plus rapide en prenant toujours le quo- 
tient au plus près , soit en-dessus , soit en-dessous. 

Je ferai encore remarquer que l’on peut obtenir. 


pour le nombre fractionnaire 


A_ 

B 


des expressions sem- 


blables aux précédentes , en substituant celles-ci à la 

C C 

place de — dans l’équation A—m- f- — , 


Si l’on applique ce qui vient d’être dit à la fraction 
~Tvj> on trouvera 

887 1 t 1 

£ — l - 1 - .... - .. 

no 3 5 5 . 47 5 - 47 - 5 o 

+ ! ! !__ 

' 5.47.50.367 5.47.50.367.551 

• *^ 5 . 47 - 5 o. 367 . 55 i. no 3 ’ 


1 
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On peut employer aussi ce procédé pour obtenir des 
valeurs approchées de fractions décimales, en ayant 
égard à ce qui a été dit au commencement du n° 116. 
Si l’on en fait usage pour déduire de la fraction .VoV»» > 
des valeurs approchées de l/a , on trouvera 


i/;=i + 1 — ^+- 4 — 

a 2.0 3.0.7 


■ etc. 


En partant de la fraction de laquelle dépend le rap- 
port de la circonférence au diamètre (1 16) , et prenant 
les quotiens au plus près (1 14), U vient 

1 i 1 

7 7-h 3 7. fi 3 4739 

^"7. ii3.4739.47°5i CtC 

♦ 

j 3 a. On a fait voir dans le numéro 119, qu’en dési- 
gnant par 


circonf. 

diumèt. 


A C_ P E_ F 

ÜP' B ' ’ C' D" E" F'’ CtC ' 


la suite des fractions convergentes vers la quantité a, 
déduites de la fraction continue équivalente à cette 


quantité , on avait 



B 

A 

. 1 

B' 

Zf ~ 

A'B’ 

C 

B 

1 

C' 

B 7 ~ 

B’ C 

D 

C 

1 

D' 

C' 

CD > 

E 

D 

1 

E'~ 

D' " 

D’E" 


* 
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il suit naturellement de là que la quantité a peut-être 
représentée ainsi : 


_A 

a W A' + 

° = 7 + 


ÂW 

1 

AB'~ 

i 

1 

AW 


WC' 

_J_. + 

WC^ 


r 

WD' 


etc. 


ce qui offre encore une transformation de l’expres- 
sion de a en série convergente , finie si a est rationnel» 
et infinie dans le cas contraire. 


Cette dernière transformation est d’autant plus re- 
marquable , qu’Euler en a tir# un moyen de convertir 
en fraction continue toute série dont les termes sont al- 
ternativement positifs et négatifs ( Voyez le chap. XVIII 
de V Iniroductio in analysin infimtoruni). Il y est revenu 
depuis dans le a' volume de ses Opuscula analytiea 
( pag. i38 ) ; mais ces recherches sont trop compliquées 
pour trouver place ici. 

i33. On peut généraliser la réduction des fractions 
ordinaires en fractions décimale* , en se proposant de 
convertir une fraction quelconque en une autre d’undé- 
C , 

nominateur donné. — étant la première , et b le déno- 
minateur donné, la seconde aura évidemment pour nu- 
mérateur le quotient ^ évalué en nombres entiers. Si 


l’on représente ce quotient par n et le reste par C , oix 
aura exactement 

bC . C »... C n . C 


T ~ n + ~B » 


d’où _=- +0 , 
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et poursuivant ces divisions, on ariive à 


bC 

, C 

c _ 

n’ C 

B 

-n + — , 

B ~ 

b + bB> 

bC 

„ C" 

C" 

n" C 

B 

= n +ZT’ 

B ~~ 

b + bB' 


etc. 

résultats desquels on tire 

C _ n C 
B b’*' b B 
Ç__n n' 

£ ~~ b + b % + b*B 
* C __n t£ C 

£ — b + + P + b 3 £ 

étc. 


L’application des raisonnemens faits en arithmétique 
sur les fractions décimales, conduit facilement aux con- 
séquences que fournissent les expressions ci-dessus; et 
les considérations qu’on y a développées dans le n° 97 , 

montrent en particulier que si la fraction — est ration- 


nelle, les quotiensn , n ! , n", etc. doivent nécessairement 
avoir des retours périodiques. 


1 34 - Les diverses transformations dont je viens d’ex- 
poser succinctement les principes , se déduisent de 
l’équation 

Cb — Bc = ±D, 


qu’on obtient en comparant deux fractions 


C_ 

B 


c 

et ^ pour 


connaître leur différence, dont le numérateur est alors 
exprimé par 

i°. Si l’on supposant le numérateur c— 1 , 
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trouver pour b un nombre entier tel , que la différence 
D soit la plus petite possible, il est visible qu’il faut 
faire b égal au quotient du dénominateur B par le nu- 
mérateur C, et désignant ce quotientpar n, on retombe 
sur l’équation 

i—£i 

B n Bn 

C 

trouvée dansien 0 i3i. Traitantde même la fraction 

et les suivantes, on opérera la transformation indiquée 
dans ce numéro. 


2 °. Il est visible qu’en se donnant le dénominateur, on 
tombe sur la transformation du n° précédent. 

3°. Enfin si , laissant les deux termes de la fraction 
£ indéterminés, on parvenait à découvrir la plus petite 
valeur dont ils sont susceptibles en vertu de l’équation 


Cb — Bc =±.\ , 

dans laquelle D est le plus petit possible, on reproduirait, 
dans un ordre inverse , les fractions convergentes qui 

C 

résultent de la fraction continue équivalente à Cela 
est évident par les équations 

B A— AB' — i 
CB ' — B C — — i 
DC-CD' — i 
ED' — DE'—— i 


etc. 


déduites de la comparaison desfra,j|fèns — ; 


B_ 

if’ 


C 

c » 
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2 7 I 

^7, etc. dans le n° 119, car la dernière de ces fraction* 

étant la proposée , l’avant-dernière sera identique avec 
„ / 
c c 

7 : faisant ensuite cb' — bd ~±.\ . la fraction -77 , dé- 
o . 0 


terminée comme ^ serf* nécessairement l'antépénul- 
tième convergente, et ainsi de Suite. 


C’est sur ces rapprochemens qu’est fondé l’excellent 
mémoire de Lagrange sur la transformation des frac- 
tions; on y trouve les moyens d’obtenir les nombres b, c, 
b' , c' ; mais comme il ne contient pas toute la théorie 
des fractions continues , fai cru devoir encore pré- 
férer le texte de ses additions à l’Algèbre d’Euler, 
qui, plus complet , se lie d’ailleurs mieux avec les di- 
vers ouvrages où l’on traite des fractions continues. 
Les lecteurs que cette matière peut intéresser auront à 
consulter. 


Les œuvres de Wallis , 

Descriptio automali Planetarii, Œuvres d’Huygens, 
L'Introductio in analysin injînitorum , d’Euler, 

Plusieurs mémoires de l’Académie de Pétersbourg 
( Anciens Comm. T. IX, T. XI; nouveaux, T. IX, 
XI, XVIII, Actes 1779 , partie i r '. ), 

Ceux de l’Académie de Berlin (années 1767, 1768, 
1769, 1776), 

Ceux de l’Académie des Sciences de Paris ( ann. 
1772, 1" partie ) , 

Le 2' volume des Êlémens d’ Algèbre d’Euler, 

Les Opuscula ana/yticad’ Euler , 

La Résolution des Équations numériques de La- 
grange , 
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La Théorie des Nombres de Legendre, 

Et enfin le 5' cahier du Journal de l’école Polytech- 
nique. 

Notions générales sur l’Analyse indéterminée. 

i35. Lorque l’énoncé d’i^e question fournit moins 
d’équations que d’inconnues, cette question est indéter- 
minée, parce qu’elle est susceptible d’un nombre infini 
de solutions. S’il s’agissait, par exemple, de trouver 
deux nombres dont la somme fut égale à to, on aurait 
l’équation 

x +y = 10, 

et quelque valeur qu’on donnât ky , on en trouveraitune 
pour x • mais en se bornant à ne prendre pour l’une et 
l’autre de ces inconnues que des nombres entiers posi- 
tifs , il est évident qu’on ne peut avoir que les neuf solu- 
tions suivantes : 

x= 1 , 2 , 3,4, 5, 6, 7, 3, 9, 

x = 9 , 8 , 7 , 6 , 5,4> 3^ 9j , î , 

et les quatre dernières ne doivent pas être regardées 
comme différentes des quatre premières , puisqu’il suffit 
de changer x en y pour rendre celles-ci identiques avec 
les autres. 


L’exclusion donnée aux nombres négatifs et fraction- 
naires ne limite pas toujours le nombre des solutions 
des problèmes indéterminés ; mais il faut souvent re- 
courir à des artifices d’analyse très-remarquables , pour 
ne tomber jamais que sur des valeurs entières et posi- 
sitives des inconnues. 

L’équation du premier degré à cRux inconnues peut 
être représentée par 


ax -f- b y = 


c. 


a. 
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a, b, c étant des nombres entiers donnés. II faut qua 
les deuxpremiers , a et b , n'aient aucun facteurcommun, 
à moins que ce facteur ne le soit aussi du troisième etc! 
En effet , si on avait 

a = km , b — kn, 

il en résulterait 


mx -\-kny-=c ou 


mx + ny—t, 


et il serait par conséquent impossible que x et y fussent 
des nombres entiers, si c n'etait pas divisible par h. 

L équation ax + by = c ne demande aucune prépa- 
ration, lorsque l'un des coelliciens a ou b est égal à 
l'unité-, car soit a=i , on a sur-le-champ 

x—c — b y , 

et ne prenant pour y que des nombres entiers, on n'en 
trouvera non pliis que de tels pour x. 

i36. Occupons-nous donc du cas général, et suppo- 
sons que dans l’équation ax + by= c , on ait a < à. 
Soit male plus grand des multiples de a que puisse con- 
tenir ensorteque b — ma-j-r, fétantmoindrequea 
il viendra 4 * 

< 

ax-j- m ay -f- ry~c, 

Faisons x -f- my = t , nous aurons 


ry -f- at = c. 

Si r était 1 unité , la question seraitrésolue , car on aurait 
alors les équations 

x + my = t et y + at=:c, 



* 
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desquelles on tirerait 

y — c — at, x = t — my 

qui donneraient par conséquent des nombres entiers pour 
a: et y, en prenant de pareils nombres pour t. 

Si r surpasse l’unité , nous aurons , à cause de r < a ; 
a — m'r-\-Y, 

w! r étant le plus grand multiple de r que puisse con- 
tenir a-, et substituant cettte expression dans l’équation 
jy -J- a t = c , nous trouverons 

ry + m' rt-\-Y t—c ou + + 

nous ferons y-\-m't=u , ce qui donnera 

Y t-\-ru = c : 

nous aurons donc les équations 

x+my—t, y+m't=u, Yt + ru=xc ; 

qui , si / = 1 , donneront 

x ~t my , y — u — m't, t^=z c — ru, 

et prenant pour u un nombre entier, on en déduira 
aussi des valeurs de t , de y et de x en nombres entiers. 

Si r' surpasse l’unité , il faudra opérer sur la dernière 
équation Yt-^-ru=c , comme sur les précédentes, et 
puisque Y est r , on aura 

r ~m" Y + r" , 

m" Y étant le plus grand multiple de Y que puisse con- 
tenir r. Par cette expression , l’équation Yt -f- ru = c se 
changera en 

Y (t + m" u) -\-r“ uzzc', 
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faisant t-j-m" u — v, on aura 

r* u -f- / v= c, 

et dans le cas où r" serüt égal à l’unité, il en résulterait 
les équations 

x+my—t , y-\-m't=;u , t-\-m"u=v , u-f-r / v=c , 
dont on tirerait 

/ u I • 

x=t — my , y=u — m t , t=v — m u , u=c—rv , 

valeurs qui seront toujours entières, si v est un nombre 
entier. 

Il est facile de voir que ce procédé conduira nécessai- 
rement à une équation dans laquelle l'une des incon- 
nues aura l’unité pour coefficient , car les valeurs de 

r , / , r" , s’obtiennent par la même opération que 

celle qu'il faudrait faire pour trouver le plus grand 
commun diviseur des deux nombres b et a, et qui don- 
nerait pour dernier résultat l’unité, puisque ces nombres 
«ont premiers entre eux. En effet, dans la suite des 
expressions 

t 

b-=ma-\-r , a — mr-j-r 1 , r=m"/ -f-r", etc. 

r est le reste de la division de b par a, / celui de la divi- 
sion de a par r, y , celui de la division de r par r , et ainsi 
de suite. 

137. Je prends pour premier exemple cette question : 
Quelqu’un qui n’a que des pièces de 5 fr. et des pièces 
de 24 francs se propose de payer une somme de. îoyfr. ? 
combien doit-il donner des unes et des autres? 
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Soit x le nombre des pièces de 5 francs , y celui de* 
pièces de 24 , il viendra 

5 x +24^ = 109; 

on a dans ce cas 

a= 5 , i— 24 , c= 109 , 

et on trouve 

m= 4 , r=4> m' = 1 , /=: 1 , 

9 

ce qui donne 

x + 4 y = t,y + t= u , t-+ 4 u=iog, 
d’où l’on déduira 

x = t— 4 y,y=u — t, t — iog — 4 U > 

remontant de la valeur de t à celles de_y et de x, on 
trouvera enfin 

545 — 2 4 u,y = 5 u — 109. 

Pour ne tirer de ces valeurs que des résultats positifs, il 
faut ne prendre pour u que des nombres tels qu’on ait 
bu > 109 et 2 4 “<C 545 > ces nombres doivent donc 
être compris entre -J- et , c’est-à-dire 21 et 23 ; il 
n’y en a par conséquent qu’un seul , saVbir 22. En sup- 
posant u=. 22 , on trouve 

x==i 7 > _y=» ; 

et en effet, 17 pièces de 5 francs font 85 francs qui, 
ajoutés avec 24, donnent 1 cg. 

La question ci-dessus revient à partager le nombre 
109 en deux parties , dont l’une soit divisible par 5 et 
Vautre par 24 ; et ce cas particulier est remarquable 
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en ce que le problème est déterminé et n’a qu’une 
seule solution , lorsqu’on exclut le^pombres fraction- 
naires et les nombres négatifs : il n’en serait pas de 
même de la question suivante. 

108. Quelqu’un achète des chevaux et des bœufs ; il 
paie les uns 3 i pièces de 5 francs chaque, et les autres 
20; et il se trouve que le prix total des bœufs surpasse 
de 7 pièces celui des chevaux: combien pouvait-il y 
avoir de bœufs et de chevaux? 

En désignant par x le nombre des bœufs, et par y 
celui des chevaux , on trouvera 

aox = 3i^-f-7 ou 2ox — 3 i^ = 7; 
dans le cas actuel, on a 

û— 20 , b= — 3 i , c—j, 
et il en résulte par conséquent 

m~ — 1 , r= — 1 1 , m'— — 1 , m"— — 1 , 

r"=— 2, m"=- 4, r"—+i : 

on fera donc 

x — y=t,y — t~u, t — uxxv, u — 4 l '=' v » 
et il viendra en dernier lieu 

v — 2 w = 7 

ce qui donne , en remontant aux valeurs de x et de^< , 
v=7- f-2w, u=28-f9w, tx= 3 S -f- 1 îw, 
y~d 3 + 20W, xr=g 8 -(- 3 lw 

Rien ne limite ici les valeurs de x et celles de y } qui 
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eont positives , lor» même qu'on donne à w les valeur» 
négatives — 3 , — % — 1 ; et si on fait successivement 


w— — 3, 

on trouve = 3, 

H 

11 

en 

= — a 

= a3 

= 36 

= — 1 

= 43 

= 6 7 

= 0 

= 63 

= 98 

= 1 

= 83 

— 13 9 

= a 

=io3 

=160 

= 3 

=ia3 

=19* 

etc. 

etc. 

etc. 


Les valeurs de y et celles de x font, comme l’en voit,' 
deux progressions par différences; dans la progression 
relative àjy , la différence est égale au coefficient de x, 
et dans la progression relative àx, ladifférence est égale 
au coefficient de y . Il est facile de s’assurer que cette 
circonstance a toujours lieu ; il suffit pour cela de re- 
monter des valeurs générales de v, u, t, ( i36), à celle» 
de x et de y ; mais on va le voir encore plus simple- 
ment. 

i3g. Si on connaissait à priori, ou qu’on eût trouvé 
par hasard une solution d’une équation indéterminée , on 
pourrait en obtenir une infinité d’autres , ainsi qu’il suit : 
soit x— a. , y =@ , les deux valeurs données, on aura 
par hypothèse 

a*-f-M = c; 

retranchant cette équation de la proposée ax-f-èyx= e,‘ 
il viendra 

a(x— /3)=o, 
d’où on tirera 
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*— *=-(*— .y) > 

maU puisque les nombres a et b sont premiers entr’eux , 

la quantité - (fi — y) ne peut être entière, àmoins que 

Æ— y ne soit un multiple de a , condition qu’on remplira 
en faisant fi — y-z=pa, p étant un nombre quelconque : 
par ce moyen, on aura, pour déterminer x et y, les 
deux équations 

x — et — bp, fi — y— p a, 
qui donneront 

x=a.-\-b p , y—fi—pa: 

Ces expressions prouvent d’une manière très-simple que 
les valeu|s de x et de y doivent former des progressions 
par différences, telles qu’il a été ditplushaut. 

140. La théorie des fractions continues donne aussi 
la solution immédiate de l’équation ax — by = ±.c', 
car si l’on suppose d’abord c = i , que l’on développe 

la fraction ^ en fraction continue , et qu’on représente 

par la fraction convergente qui précède la proposée, 
on aura (119) 

an — bm — + 1 ; 

puis multipliant les deux membres de cette équation par 
e,,on aura 

a en — bcm~±c. 

Ainsi on pourra prendre x — en , y — cm , on aura de 
cette manière deux multiples de a et de b, qui différe- 
ront entre eux de la quantité donnée zfc c, 

4 
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i4i. La méthode exposée n° i3t> est générale, et 
s’applique à quelque nombre d’équations que ce soit. 
Voici un exemple qui en présente trois : trouver un 
nombre qui , étant divisé par a, donne pour reste 1 , 
étant divisé par 3, donne pour reste a , et étant divisé 
par 5, donne pour reste 3. Soit Vie nombre cher- 
ché, et .r,- y , z, les quotiens respectifs qu’il donne 
lorsqu’il est divisé par a, par 3 et par 5 : il suit de l’é- 
noncé ci-dessus que 

IV — a.r -j- i , N= Zy -f- a , N ■= 5z -(- 3 ; 

ces équations se réduisent immédiatement aux suivantes: 

ac-j- i=oy-f- 2 , 3y-\-a= 5z-f-3; 

ou . ax — 3_y — î 3 y — 5z~i. 

On résoudra d’abord la première comme sittlle était 
seule, et on trouvera 

yz=.at — i, x = 3t — î; 

substituant la valeur de^ dans la seconde, elle deviendra 

— 5z-f-6t=4> 

nouvelle équation qu’il faudra résondre ; on en tirera 
a — t=u, — 5 u-\-t~4 
et par conséquent 

t = bu-\~4> x=6 u + 4- 

En remontant aux valeurs de x et de y , on aura 

x = i5u-f-n, y—\ou-\-j, z=Su-j-4, 

et l’une des équations proposées, 2V=ax-f-i , par 
exemple , donnera 

N = 3o u -f- a3. 
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La plus petite valeur que puisse avoir N s’obtient en 
faisant u — o ; il vient alors TV — a 3 , nombre qui , étant 
divisé par 2 , par 3 et par 5 , donne en effet pour restes 
1 , 2 , 3 . 

Cet exemple quoique fort simple , montre assez com- 
ment il faut opérer dans les cas plus compliqués. Le 
lecteur pourra s’exercer encore sur les deux équations 

3.r+5y-|-7z = 5 So, gx + 267+4921 = 2920, 

il trouVera, en éliminantz, cette équation 

-f- ioy = 1000, 

qu’on simplifie en divisant tous ses termes par 2, et qui 
donne 

6x -f- 5 x = 5 oo. 

Faisant ensuite x-\-y — t, il vient 

x -f 5 1 — 5 oo . ou x ■= 5 oo — 5 1 , y= 6 t — 5 oo ; 
mettant pour x et pour ^ ces valeurs dans la première 
des équations proposées, qui est la plus simple, on 
aura 

7Z -f- i 5 1 = i 56 o : 

en résolvant cette dernière , on obtiendra 

t =i 5 Go — ju, . 
z = i 5 u — 3i20, 
y =8860 — 4 2u > 
x =35 u — 73oo, 

et on n’aura que deux solutions entières et positives ^ 
savoir celles qui répondent àit^ 209 et u = 2io, car 
u doit être > Z-yr 2 et < —L 
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142 . Si on avait une équation à trois inconnues; 
ax-j-by-j-cz=d, on passerait le terme cz dans l’autre 
membre , et il viendrait 

ax -f -by — d — cz\ 

«ra ferait d — es = c', et on n’aurait plus à traiter que 
l’équation ax -f- by — c'. Lorsqu’on serait parvenu à 
l’équation dans laquelle l’une des inconnues n’a pour 
coefficient que l’unité , on remonterait successivement 
aux valeurs de x et de , en substituant d — ci à la 
place de c' ; et en supposant que v fut la dernière des 
inconnues auxiliaires (i36), l’expression de x et de y 
renfermerait alors deux nombres entiers , vetz, qu’on 
pourrait prendre arbitrairement. 

Soit 5x-f-8y -f- ■j z = 5o; on a, d’après ce qui pré- 
cède, 

5x+8y=5o — jz—c', 

et en faisant a=5, b= 8 , on trouve 

■* • 

• 771=1, r = 3, m'=zi, t / = 2, m" — i, r*=i , 
ce qui donne 

x-f -u — t, u-f-t—u, t-f-u = v, — c', 

d’où on tire 

u~c' — 2 v, t~3v — cf, u = zc'—5v, x = 8v — 3c', 

et remettant pour c' sa valeur , on a enfin 

x=8v-f-aiz— • i5o _y = ioo — î^z — 5v, 

expressions dans lesquelles on pourra prendre z et v 
arbitrairement, mais de manière cependant à ne donner 
pour x et pour u que des valeurs positives. 
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i 43. La difficulté de trouver des solutions, soit en- 
tières, soit au moins rationnelles, dans les problèmes, 
indéterminés qui passent le premier degré est beaucoup 
plus grande que celle d’obtenir des nombres entiers 
dans les problèmes de ce degré: c’est pourquoi je n» 
m’arrêterai que sur un petit nombre de cas les plus 
simples. 

Je m’occuperai d’abord de l’équation 

py = a -f- bx -f- ex* -f- dx 3 -f- ex* . . . -f- Ax™ , 

dans laquelle y ne passe pas le premier degré , et qui 
donne 

o + bx + ex* -f- dx 3 . . . -f" hx" 1 

y ~ p ■ 

Il est facile de voir que lorsqu’on connaît une seule 
solution de cette équation, on en peut trouver une 
infinité d’autres; car si la supposition de x = a, rend 
la quantité 

a -f- bx -f- ex* -1- dx? . . . -f- hx m 

divisible par p, tous les nombres compris dans la for- 
mule <t -f- np jouiront aussi de la même propriété , 
puisque par leur substitution, au lieu de x, la quan- 
tité a -f- bx -f ex* -|- dx 3 -f- etc. prendra la forme 

o -f iit + ca* + do . 3 -f- etc. + .Anp -f- /?n*p* -{- etc. 

et que la partie a -j- bit -J- est* -J- da? -j- etc. est divisible 
par p, d’après l’hypothèse. 

Ce qui précède prouve encore que si le problème pro- 
posé peut se résoudre en nombres entiers, il y aura né- 
cessairement une ou plusieurs solutions entre ^ et — 
car si a, était hors de ces limites , il serait possible de 
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prendre n de manière que adb np s’y trouvât compris. Si, 
par exemple , et tombait entre 3 p et 4P > mais plus près 
de 3 p que de 4p , en prenant n = — 3 , on obtiendrait 

un résultat moindre que Il suitde là , que pour tom- 

ber sur une solution , il suffira d’essayer pour x tous 


les nombres entiers compris entre ^ et — 2. 

1 44- On peut aussi prouver que Y équation 
py = a -J- bx -f- cx a -}- dx 3 ... + hx"* 
ne saurait, lorsque p est un nombre premier qui ne 
divise point a , admettre plus de m solutions en nom- 
bres entiers , par des valeurs de x prises depuis o 
jusqu'à p ; et voici comme le fait M. Legendre (Mém. 
de l’Académie des Sciences, 1785 ). 

Si « est une de ces solutions , on aura 


a 4- ca? — |- do? ... .-1- h<t m 



désignant un nombre entier , et parconséquent 
pn — a -(- ba. -f- c«t a -f- da ? .... hst m \ 

retranchant cette équation de la proposée , on obtiendra 
py-pn=b(x-a)-\-c(jc*-cé‘')4-d(x 3 -tt :< ') . . . .-f -h(x m -ct m ) , 
résultat qu’on peut ( Elém . 180.) mettre sous la forme 
p ( y — /t)~(x — ai) (é-f- c'jb-f-d'x’-p e'x 3 . . . h'x m ~ . 

Or aucune des valeurs de x ne pouvant être divisible 
par p , tant que a ne l’est pas t si on prend <*, |8, y, etc. 
entre a et p , les quantités /S — et , y — et, etc. toutes 
plus petites que p, ne pourront se diviser par ce 
qombre ; le facteur x — tt ne sera donc divisible dans 
aucun de ces cas par p : il faudra par conséquent que 
ce soit le facteur 
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b -j—c'x -f- dx* e'x 3 . . . -J- h'x"‘~ l . 

Ï1 résulte de là que l’équation 

py — b -j- c'x + d'à:* -f- e'x 3 . . . -f- h'x m ~ t 

sera résolue par toutes les valeurs $ , y , etc. ; et que si 
le nombre de celles qui résolvent la proposée était 
seulement m-f-i, la précédente en admettrait/». En des- 
cendant ainsi de proche , on arriverait à conclure que 
l’équation py —a -f- bx devrait admettre deux valeurs 
entières pour x entre a et p , ce qui ne saurait etre, 
puisque (i3q) les valeurs de x forment une progres- 
sion dont la différence est p : donc l’équation pro- 
posée n’en peut admettre que m au plus dans ces ' 
limites. 

i45. Soit encore l’équation. 

a -(- bx -f- ex* -f- du 3 -f- ex* -f- etc. 
y a' -b'x-y c x‘ -f- d'x s -f- e'x* -f- etc. ’ 

la plus générale de celles dans lesquelles une des in- 
connues ne monte qu’au premier degré. 

Si on fait 

a-j-bx-f- ex* -f- dx 3 -f- ex* -f- etc. =p 
a' -f- b'x -f- e'x* -f- d’xd -f- e'x* -f- etc . — q , 

en éliminant x de ces deux dernières équations, on en 
trouvera une de la forme 


A -f- üp — |- Cq Dp* — f- Epq —f* -f* etc. — o, 


entre pet q. Mais par l’hypothèse ,y=^ t ou p : 


■qy : 


substituant cette valeur, l’équation précédente deviendra 
A -f- Dqy -f Cq -f- Dq*y* -f- Eq * y -f- Fq* -f- etc. =0; 
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tous les termes étant alors divisibles par q , excepté le 
premier.//, il faudra que celui-là le soit aussi, autrement 
x et_y ne pourraient pas avoir des valeurs entières. On 
cherchera donc tous les diviseurs du nombre A ; en les 
désignant par et, fi, y , etc. et en prenant successivement 
chacun d'eux pour q , on aura les équations. 

a — d + b' x -f-c'ï’ + etc. 
fi — a! + b' x -j- c' x % -f- etc. 
etc. 

desquelles on cherchera les racines entières, et celles de 
ces racines qui rendront p divisible par q , résoudront 
la question proposée. 

146. Voici un problème très-simple qui se rapporte 
à l’équation précédente. Trouver deux nombres tels , 
que si on ajoute leur produit à leur somme , on obtienne 
79. Désignons ces nombres par x et par^, l’équation 
à résoudre sera 

x+y + xyx= 79, 

et prenant la valeur de^ , nous trouverons 

. 79 — x _ x ~ 7.9 _ j , 80 • 

J x+1 1+1 

en faisant la division. Le dernier résultat fait voir que la 
question proposée sera résolue en prenant pour x -f- 1, 
les diviseurs de 80 , qui sont 

1, a, 4, 5 , 10 > l6 / 20 . 80, 

et qui donnent respectivement 

x= o, 1, 3 , 4, 7, 9, i 5 , 19 , 3 g_, 79, 

Y = 79 , 3 g, 19 . 15 , 9 , 7 , 4 , 3 , », °- 
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1 47* Je passe à l’équation 

a -J- bx + cy -f- dx* -J- exy -\-fy*=z o, 

où les deux inconnues montent au second degré ; en 
la mettant sous la forme 

a , fex-\ -c\ a b x-\- dx* 

y 7 

on en tire 

ex+c _u V /Jêx+cy — 4 fXa+bx+dx?). 

y af ~ 2 / 

ou , ce qui revient au même , _ 

*fy -f- ex -f- c= + [/ (ex + c) 1 — 4/ ( û + bx -f -dxr 1 ). 

En développant et ordonnant par rapport à x la quan- 
tité soumise au radical , on lui donnera la forme 

m + ni . j- px* , dans laquelle 

c* — 4 afz=m, 2 ce — ^bfxzn, e a — 4 df—p ■ 

Si on ne demande pour x et y que des nombres ration- 
nels, soit entiers , soit fractionnaires, la difficulté du 
problème se réduira à trouver des valeurs dex, qui 
rendent la quantité m -f- nx -f- px 3 égale à un quarré 
parfait ; et ce quarré étant désigné par i a , ou aura 

2 Jy + ex -f- c — — J • 

La résolution de l’équation m 4- nx 4- par 1 -= t*, 
conduit à 

n _j_ V /ri 1 — 4 n, P 4- 4 p <! * 

2 p 2 p * N 

•U 

apx + V / 4 pV 4 -/i a — 4 pm; 
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faisant ^p = Ae t n* — 4 pm—B , on aura 

apx -j- n~ dz \/ Al* -f- B. 

Par ce résultat la question est ramenée à déterminer t, 
de manière que {/ At* -f- B soit un quarré', car ce quarré 
étant u 1 , les deux inconnues x et^ ne dépendront plus 
que des équations du premier degré, 

2 fy -f- ex -f- c = t, apx-\-n=:u 

dont les coefEciens c, e ,f, n et p sont rationnels , ainsi 
que les quantités t et u. 

La détermination de t , par la condition énoncée ci- 
dessus , ou , ce qui est la même chose , la résolution de 
l’équation u — Ÿ' A t*-\- B en nombres rationnels, ren- 
ferme en général de grandes difficultés. L’un des cas les 
plus simples a lieu , lorsque A est un quarré ; en repré- 
sentant ce quarré par et*, on aura 

u=\/ctH*~f B; 
et supposant u = et t -\-y , il viendra 

et t -f- y ~ ^ et* t* -f- B j 

quarrant les deux membres et réduisant , on trouvera 
2 y et t -f- y* = B , 

et par conséquent 

2 ap- 
prenant pour y un nombre rationnel , t deviendra un 
nombre rationnel, ainsi que u, et il en sera de mêma 
de x et y. 

' Lorsque 
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Lorsque *B est unquarré représenté par / 3 * , l’équation 
proposée se résout encore avec la même facilité que 
tout-à-l’heure , en supposant u—vt-\-fî , ce qui donne 

(vi-f = f» 

équation qui se réduit à 

v*t* -f s) 3 vf = A? , 
ou en divisant par t, à 

v*i + u£v~At, 

et d’où il résulte 

s&v . 
d— v*’ 

, » 

Enfin si la quantité At % -\-B peut être décomposée en 

* dtfux facteurs rationnels , ut -J- /S , a t , ensorte 
qu’on ait 

(«t + É) («' t+P) = Ar + B t 
on fera .1 * 

u = v(«t-f j 3 ); 

oh en déduira 

= + («'t+É'); 

supprimant le facteur commun a t -f- /2 , on trouvera 
o*Of-f|8) = *'t-M' et (=^. 

CC V — et 

148. Quand on connaît une valeur rationnelle de t, 
on peut en déduire facilement une infinité d’autres qui 
satisfont à ! équation proposée. Pour le prouver, soit • 
a. T 


/ 
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]a valeur donnée de t, et £ celle de u qui en résulte ; on 

aura 

d — \/ B ou /3 a = A ** -f B : 

retranchant cette équation de u a = At* -j- B , il vient 

u* — fc a =A(t* — a*) ou u a ==A(l ‘ — «“)- 

Mais si on fait u = ( £ — et) v -{-12, il viendra, aprèa 
l’élévation au quarré et la substitution dans l’équation 
précédente, 

v“(i— <t)>+ 2 /Sv(£ — a 1 ); 
divisant tout par £ — <t , on trouvera 

v*(£ — et) -f- 2 (2v±=A (£+*), ' 
d’où on tirera 

2 j Sv — Aet — ctv 2 
l ~ A — v • ’ 

formule qni donnera des nombres rationnels pour £, 
lorsqu’on en prendra de tels pour v. 

i4g. Il est facile de faire autant d’applications qu’on 
voudra de* formules ci-dessus, c’est pourquoi je me 
bornerai aux suivantes : Trouver deux nombres x et 
y , tels que la somme ou la différence de leurs quarrés 
soitégaleà un quarré donné G? . Les équations à résoudre 
sont 

y* + x*=fc % , y * — X*=/3* > 
et conduisent à 

y = \/p — x ' , y— )/? + &, 

expressions qui se rapportent immédiatement au second 
cas du numéro précédent. On fera_y=va;— /3 , ce qui 
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donnera pour l’une 

(vx — /$)*= — x", 

et pour l’autre 

(vx — j8 )* = 

En développant ces équations, on tirera de la première 


et de la seconde 


x = 


2/8 v 

v a -f - 1 

a |3 v 


\ 


v 1 — î * 

substituant ces valeurs dans celles de y , on aura 


y — 


_ jeçw»— O _ gfrH-O 




— et y 

î J 


v* — 1 


assignant ensuite des valeurs rationnelles à (8 et à v , on 
en obtiendra pareillement de telles pour x et pour j-. 

Si on prend 0=5, les équation» proposées devien- 
dront 

-f- x* = 25 , ÿ* — x’=a5; 
on aura dans la première 


x = 


îov 


v a -f-i ’ 


dan$ la seconde 


x — 


lov 


5(v a -i) 

V*-j- 1 


y — 5 ( VJ +Q 

4. 


V - — 1 ^ V " — 1 

On ne peut supposer v=i , car l’une des expression* 

a 


i 


A 
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de y donnerait alors f , et l’autre ; mais en faisant suc- 

cessivement v— 2 , v— 3, v=4, etc. les solutions de 
la première équation seront 


x = 4, x = 3, x — ~°, etc. 

y =3, y =4, y = U, etc. 

* 

et celles de la seconde , 


«• 

ni 


v il V — V — 

j — 1 y J — s > J — it* 


On ne parvient point à des nombres entiers dans cette 
dernière , lorsqu’on ne donne que des valeurs entières 
à v ; majs si on fait v = £ , il en résulte 


x— ta et y — i3. 

Rien n’est plus facile que de résoudre laseconde ques- 
tion en nombres entiers , lorsque est impair ; car la 
différence entre le quarre de a et celui de a -J- 1 étant 
sa-f 1 , il suffira de poser l’équation 


aa-f-i =£*, 

de laquelle on tirera 

— 1 

a = •■■■ — 
a 

et prenant x = a et y = a -+■ x , il en résultera , 
y 1 rr* = (S*. 

Dans l’exemple proposé , où = a5, on trouve 
a = ^ = ia, 1 

et parconséquent 


* 


l 
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x=\a et y — i3, 
comme ci-dessus. 

Il est bon de remarquer qu’on peut supprimer les 
dénominateurs des valeurs de x et de y , sans changer 
leurs relations. 

Pour la première question on trouve 

i 

x — a&v , _y = |8( v % — i) , 

et la racine de la somme des quarrés de ces quantités 
devient 

Si l'on écrit — au lieu de v , il viendra 


et 


iQm @(m % — n 1 ) 

~ir~> y — ^ : 




On Fera disparaître les dénominateurs de cette formule 
en prenant ■, et il viendra 

x = ümn, y— ni * — n* 

d’où x* -{- y % — m% ■+■ »* ■ On trouvera des résultats ana- 
logues pour la seconde question (* ). • 


(*) Ces formules qui sont très-simples , donnent tons les 
nombres entiers qui peuvent mesurer des côtes de triangles rec- 
tangles. 

Le rapport des côtes de l’angle droit , ou la tangente de Fon- 
da* angles aigus, a pourîexprcssion 


i 
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Je ne pousserai pas plus loin la résolution des équa- 
tions indéterminées : ceux qui voudront s’appliquer en 
particulier à cette branche d’ Analyse, pourront con- 
sulter les Mémoires de l’Académie de Berlin , ann. 176g, 
et le 2' volume de l’Algèbre d’Euler ; ils y trouveront la 
solution complète de l’équation u — \/ Al* -f- D , par 
Lagrange , et beaucoup d’autres recherches non moins 
intéressantes. 

Des Propriétés des nombres. 

t 5 o. Les nombres, considérés en eux-mêmes, indé- 
pendamment de tout système de numération et de toute 
question particulière , ont des propriétés très-remar- 
quables; plusieurs sont relatives à leur divisibilité les 
uns par les autres, d’autres à leur décomposition en 
puissances parfaites. Bachet de Meizeiriac , qui com- 
menta le premier avec succès l’ouvrage que Diophante 
nous a laissé sur l’arithmétique, ou plutôt l’Analyse 
numérique , remarqua qu’iz/i nombre quelconque est 
toujours ou un quatre , ou la somme de deux quarrés, ou 
celle de trois , ou enfin celle de quatre au plus. 

10, par exemple, est la somme des deux, quarrés 1 etg, 
24 , celle des trois quarrés ,4, 4 et 1 6 , 

3 g , oelle des quatre quarrés , 1 , 4 , fl et a 5 . 


d’où il suit que ces triangles renferment des angles de toutes les 
grandeurs. (Voyez les Tables de Scliulzc , Tome II, page 3o8). 
II est visible par la formule 

ao i' + v 

v 1 — I O.l' — t 

que v — tang l X, X représentant l’augle oppose au côte x. 


«F 


s. 
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Cette proposition fut démontrée ensuite par Fermât, 
l’un des plus grands géomètres dont la France s’honore, 
et qui enrichit de remarques le commentaire deBachet; 
mais l’écrit où il se proposait de réunir les grandes dé- 
couvertes qu’il avait faites sur la théorie des nombres , 
ne nous est point parvenu , et la propriété précédente 
n’était qu’un simple fait prouvé par l’expérience , jus- 
qu’à ce que Lagrange l’eut démontrée en 1 770 , dans 
les Mémoires de l’Académie de Berlin. Euler a prouvé 
cette proposition d’une manière un peu plus simple, 
dans la deuxième partie de l’année 1777 des Actes de 
l’Académie de Pétersbourg. 

En 1770, [Wilson fit connaître la propriété suivante 
des nombres premiers : Si n désigne un nombre premier 
quelconque, le produit 1 .2.3. . *.(n— 1), augmenté de 
l’unité , sera divisible par n. 

Par exemple , soit 71=7 , on a 

i.a .3 («—0. = 1 .2.3.4.5.6 = 720; 

en ajoutant l’unité , il vient 721 , qui , divisé par 7 , 
donne io3 pour quotient. C’est encore Lagrange qui 
démontra le premier la vérité de cette proposition. 
(Mémoires de l’Académie de Berlin , année 1771). 

Il est bon de remarquer que les propriétés des nombres 
correspondent à des questions d’analyse indéterminée ; 
celle que nous avons citée la première revient à prou- 
ver que l’équation 

u*+ x a -fy + z*=^ 

peut toujours être résolue en nombres entiers , quelque 
nombre entier que l'on prenne pour A ; la seconds pro- 
priété suppose que dans l’équation 

1-2.3 («-*0 + i =n.c , 
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x est toujours un nombre entier , lorsque n est un nombre 

premier. 

11 serait impossible , sans sortir beaucoup des li- 
mites où je dois renfermer cet ouvrage , de développer 
ici les démonstrations des théorèmes que je viens d’énon- 
cer; mais pour donner une idée de ces recherches, je 
vais exposer, d’après M. Gauss, la théorie des restes 
que laissent les puissances d’un nombre, lorsqu’on les 
divise par le même nombre premier, et qui conduit 
à prouver la proposition indiquée à la page ga. 

i5i. Soit, par exemple, la suite 

1,3.9. a 7> 81 , *43, 7 a 9, etc -, 

formée des puissances du nombre 3, et qu’on divise 
chacun de ses termes par le nombre premier 7 , on 
aura les restes ci-dessous , 

i,3, a, 6, 4, 5, j, etc., 

où l’on voit revenir, après S divisions, le premier 
reste 1. Dans cet exemple, la période des restes em- 
brasse tous les nombres inférieurs au diviseur ; cir- 
constance , qui dans d’autres cas n’a pas lieu , et donne 
aux nombres qui s’y rapportent des propriétés remar- 
quables, auxquelles conduisent les théorèmes suivans : 

Dans la suite des puissances , 

i, a, a 3 , a s , ... 

il existe, outre le premier terme, un terme à‘, qui, 
divisé par un nombre p , premier à la base a, laisse 
l’unité pour reste , t étant moindre que p. 

• C’est-à-dire que, E désignant un nombre entier 

1 
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quelconque , on a 

. a' = Ep+ i. 

Soit en général a m ~ Ep -f- et ; en donnant à m un 
nombre de valeurs égal à p , on doit rencontrer au 
moins deux fois une même valeur de <t , puisque a. est 
un entier Soit donc m ' la valeur de m , qui donne 
cette répétition, et E' la valeur de E, qui lui cor- 
respond , on aura 

a m , ~ Jv ^ * j d’oùa'"'-a m r=(£ , -Æ')pr=a' n (a m, " m -i); 

mais comme a n’est pas divisible par p , a m ne le sera 
pas non plus ( Elémens 97 ) ; et puisque ( E' — E ) p 
l’est, il faudra que a m ' — m — 1 le soit : donc a m '~‘ m — 1 
est de la forme Ep , et a m '~ m de la forme Ep -f- 1 . 

Il est visible que m — m<^p ; en partant du pre- 
mier t§rme 1 = a ° , on rencontrera donc le terme a m ', 
avant d’avoir atteint l’exposant p. 

Par exemple dans la progression 

2 0 , 2 1 , 2% 2 3 , etc. 

on a 2'*= 4096, qui, divisé par i 3 , laisse 1 de reste. 

1 52 . En partant du terme a' = Ep -f- 1 , on trouve 

a‘ = Ep + 1 
a ,+ '=aEp -f- a 
a'~ h% =a ! ‘Ep -f- a® 
a ,+3 =a 3 Ep + a z 
etc. 

d’où on voit que les restes reviennent les mêmes que 
ceux des puissances a , a®, a 3 . jusqu'à a'~‘ iaclu- 
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sivement ; ainsi tous les restes que peuvent fournir les 
dilferens termes de la suite se présentent dans l’in- 
tervalle • 

1, a^a 3 , . . a'~'. 

On peut encore voir immédiatement que le terme 
est de la forme Ep -f- 1 ; car en faisant a'=Ep- f- 1 , 
tm trouve 

a"‘=(£p-f- 1 ) n =E*p n . . -±-nEp-\- 1 =p(E n p n ~' . 1 

ce qui revient à la forme indiquée. 

1 53 - En classant par périodes, dans lesquelles re- 
viennent les memes restes , la suite des puissances d’un 
nombre , ce qui précède fournit le moyen d’obtenir les 
restes des puissances très-élevées ; car si on demandait, 
par exemple, dans la progression 

3 °, 3 a , 3 3 , etc., jp 

le reste de la division du terme 3 10 " par t 3 , on cher- 
cherait d’abord à quelle puissance on a l’unité pour 
reste en divisant par i 3 , et on trouverait 27 ou. 3 3 ; 
on aura parconséquent ainsi de 3 en 3 , l’unité : divisant 
donc 1 000 par 3 , le reste 1 marquera le rang que tient 
5'oeo d ans j a période , et qu’il laisse le meme reste 
que 3 ' ; donc ce reste sera 3 . 

Tout ce qui précède suppose seulement que p soit 
premier par rapport à a : ce qui suit ne s’applique 
qu’aux nombres absolument premiers. 

i 54 - Si p est un nombre premier qui ne divise point a, 
et a' le terme du plus petit exposant , pour lequel on 
ait a' — Ep^f-i , l’exposant t sera ou p— 1, oit un 
diviseur de p — 1. 
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On a déjà vu que t ne peut supposer p— 1 ; il reste 
à montrer qu’il doit diviser p — 1 . 

Soient d’abord 1 , a.', et", etc. les restes des termes 
1,0, a a a '~ ' ; 

le nombre de ces restes n’étant égal qu’à t, ils ne 
comprendront pas tous les nombres 1, 3, 3 , . . .p — 1 , 
dans le cas actuel, où l’on suppose — 1 : ils sont 

d’ailleurs tous difFérens, puisque s’il y en avait deux 
pareils pour deux ternies a m , a*, antérieurs au terme 
a', il s’ensuivrait que a" — a " 1 — a m (a*~ m — 1) serait 
divisible par p , ou que a n ~ m , divisé par p , laisserait 
l’unité pour reste , ce qui ne peut arriver dans l’in- 
tervalle de 1 à a'. 

Soit fi un des nombres de la série 1 , 2 JP. .p — 1 x * 

non compris dans la série 1 , et', a."; si on multiplie 

chaque terme de celle-ci par fi , on formera la série 

fi, et' fi, et" fi, etc. y 

dont la division par p conduira à une nouvelle sérié 
de restes que je représenterai par 

fi, fi', fi", etc., 

tous difFérens, i°. entr’eux, 2 0 . avec les restes 1, ef k 
et", etc. , dont «t désignera un quelconque. 

La première assertion se prouve en multipliant 
par fi les deux équations 

a m = Ep -f- et , a m ' = E'p -f- , 

correspondantes à deux termes de la période 1 , a , .- g*, 

T7 
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on aura 

fin m ^sfiEp -}-etfi, fiet m ' = fiE'p + et' fi ; 

or si les nombres etfi, a! fi, divisés par p, laissaient le 
même reste fi', il viendrait 

etfi == qj -f fi! 

a! fi = e'p -f fi', 

d’oi 

fia m — fiEp + ep + fi' 
fia. m ' — fiE'p -f- e'p + fi', 
fi{a. m '— ■a m ')—p(E'fi — j E fi-f-e' — e) : 

* • i * • 

et commeÿ n’est pas divisible par p , il faudrait que la 
différence a m ' — a m le fût , ce qui est impossible dans 
l’intervalle de i à a 1 . 

La seconde assertion s’appuie sur ce que si l’un des 
nombres de la série fi, fi', fi" , etc. était le même que 
quelqu'un de ceux de la série i , et.', et", etc. , on aurait 
en même temps 

a m = Ep -f- et et fia m ' — fiE'p -f- et ; 

or cela ne peut être quand parcequ’il en 

résulterait 

P * 

a m — fia m '—p(E — fiE'),o\i a m '{a m ~ m '—fi)=p^E — fiE'); 

il faudrait donc que a m ~ m ' — fi fût divisible par p 
et comme le terme a m ~ m ' ne peut laisser pour reste 
qu’un des nombres i , et', et", etc. , il faudrait que la diffé- 
rence entre fi et ce dernier, fût divisible par p ; ce qui 
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ne peut être , puisque tous deux sont moindres que p. 

Si m! m, on considérerait alors le terme a ,+m , 
qui laisse le même reste que a™, et on aurait 

a‘+ m _ £ a m> 

d’où 

a m ' (qH-m-m' — / 2 ) =p ( 2 ? — /Sis'); 

or t-f-m — m' <ft dans cette hypothèse'; ainsi l’ab- 
* surdité est encore la même que dans le cas précédent. 
La série /S , /S', fi" , etc. n’ayant aucun terme commun 
avec la série 1 , et, <*', etc. , elles contiennent en- 
semble un nombre a t de termes. 

Si ces termes n’épuisent pas les nombres 1 , a, . .p — 1, 
on multipliera les termes de la série 1 , «t", ... 

par y, l’un de ceux qui manquent, et on aura un 
nombre t de résultats , 

y, af y, a" y, etc: 

qui conduiront à t restes 

y, y' > y", etc - 

différens , i*, entr’eux, a®, avec les termes de la série 
1, a! , tt" , etc., 3 °. avec ceux delà série fl', etc. 

Les deux premières assertions se prouvent comme 
précédemment : la troisième se vérifie en observant 
que si l’on avait les équations 

0 a m — QEp + Qf, 
l ya m '=yE'p + (? > 
il en résulterait,- si m! <m, 


008 
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@a m — ya m ' = p((ÎE — yE'), 
a K ' (/ 3 a""* — y) = p ( QE—yE ') , 

— 5/, serait parconséquent divisible par p; et 
comme /Sa m— m ' donne pour reste un des nombres 
de la série | 3 , |S', etc., moindre que p , il faudrait que 
la différence entre un de ces nombres et y, aussi 
moindre que p, fût divisible par p, ce qui ne se peut. 

Quand m' m , on considère le ternie a! +m qui 
donne le même reste que ü m , et on a l’équation 

a m (g =p (g E — yE'), 

t 

absurde par les mêmes raisons que la précédente. 

En joignant les t termes compris dans la série 
y, y', etc. avec ceux des séries précédentes, on a en 
tout 3 £ de nombres distincts , tous entiers , tous 
moindres que p. 

Si les nombres 1 , 2 , . . .p — 1 , ne s’y trouvent pas 
tous compris , en prenant un de ceux qui manquent , 
on formera une nouvelle série entièrement distincte 
des trois précédentes , contenant £ termes ; et en con- 
tinuant , puisque rien ne s’y oppose , de procéder 
ainsi, il faudra bien qu’on épuise, par un nombre 
multiple de £ , ceux de la série 1,2, . . . p — 1 , qui 
n’en renferme qu’un nombre limité : donc £ sera un 
diviseur de p — 1. 

„ i 55 . La quantité <— - — étant un nombre entier, si on 

élève les deux membres de l’équation 

a'=Ep-\~ i 
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à la puissance marquée par ce nombre , il viendra 

•(p-*) p-i 

a < ^MP-'=i(Ep 4- i) ‘ ; 

tous les tenues du développement de cette puissance , 
excepté le dernier , qui est i , seront divisibles par p , 
ainsi l'on aura « 

aP-'=E'p+i, 

d'où il suit que le nombre a? -1 — i est divisible par p 
lorsque à ne l’est pas. Théorème dû à Fermât, et qui a 
conservé le nom de ce géomètre. 

i 56 . Il existe des nombres tels, qu’aucune de leurs 
puissances , dans les degrés inférieurs à p - j , ne donne 
pour reste l unité , lorsqu’on la divise par p. 

Soit a, b, c, etc. les facteurs premiers de p i, 

ensorte que a b c^ etc. = p — 1 : on va montrer 
d'abord qu’il existe des nombres A, B, C, tels que 

leurs puissances A «*, , C c> , sont celles du degré 

le moins élevé qui , dans la division par p , laissent 1 
pour reste, et ensuite que le produit ABC de ces 
nombres est tel, que (ABC etc. )P~' est celle de ses 
puissances du degré le moins élevé, sur laquelle la divi- 
sion par p laisse 1 pour reste. 

Comme depuis o jusqu’à p l’équation py=x m 1 

n admet au plus que m valeurs entières pour x (144) , 

il s ensuit que si 1 on considère la quantité x “ — 1 , il y 
aura nécessairement dans la série i, a, 3, . . p— i * un 
nombre qui, mis à la place de x, ne rendra pas 

p — » 

x* —i divisible par v. 
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p — 1 

Soit g ce nombre; si on fait g a * Ep-\- h , (*) E 
désignant toujours un entier , élevant à la puis- 
sance a les deux membres de cette équation , il 
viendra 

g?-' = ( Ep + *)•*= E'p + h*, 

E' désignant aussi un entier. 

Ainsi gP ~ 1 — A** est divisible par p; mais par le 
théorème de Fermât (i55), g étant premier à p , 
1 — î est divisible par p, ou gf~' est.de la forme 
E"p-{-\ -, donc 

1 , E“p+ i = E'p + h‘*, 

d’où 

h*=E"p — E'p + i 

et parconséquent h a<L — î est divisible par p. Les puis- 
sances a , a , etc. pour lesquelles 

, «-i «— i 

• g°=(Ep+hy =E‘p + h‘ 

\ 

?ri 

g* =(Ep+h) a * *z=E"'p + A** 
ne remplissent point cette condition, puisque lesquan- 
l-l E=1 

tités g* , g a , etc. , par hypothèse , ne la remplissent 
pas, mais d’après le n° i5a, le plus petit exposant de 
la puissance du nombre h qui rend la quantité h‘— i 


(*) Il faut ohserver qn’ici et dans tont ce qui suit, la lettre g a 
pour exposant la fraction placée au-dessus. 


divisible 


* 
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divisible par p, doit diviser a*, puisque h “* — 1 est 
divisible par p ; or a étant premier , c“ ne peut-être 
divisé par un autre nombre; donc t=a ,t : donc le nombre 

h, reste de la division de g ** par p, est le nombre 
A demandé. On trouverait de meme des nombres 
B , C , etc. I 

Maintenant si on suppose que le produit des nom- 
bres A , B , C , soit tel que ( AB C )’ = Ep i , 
t étant moindre que p — i, il faudra ( 1 54 ) que 

t divise p • — i ou que — - - * soit entier ; et puis- 

que p — î = a “ c y , le quotient ne peut être 
qu’un des nombres a, b, c, ou un de leurs multiples. 

Soit , par exemple na ; on aura p — i~nat, 

d'où — — - . 7 =n; ainsi t divisera - — - : dans ce cas . 
a t a * 

p — 1 

et en vertu de l’hypothèse , (ABC) a — î sera divisible 
par p (i 5 a) ; mais puisque B , C, séparément, sont 
tels que 

B 1 ** — E p + i, 

C‘ y = E'p + i, 

le produit C**~' l ^‘ y =(BC)~ =Æ"p-f-i : 

£— 

donc il faudra qu’on ait aussi A « = E‘"p -f- 1, ou 

a. V 
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A * — 1 , divisible par p ; or A étant tel , que 

A“* — 1 est divisible par p, il faudra, par le n° 1 52 , 

que a* divise - — - , ou que ~— t soit un entier; c» 
a a 


. . • p — i a*b^c* 

qui est impossible , puisque — — . 


C V 


«+« 


a a 

on ne peut donc pas supposer t d'un degré inférieur 
à p — i. 


157. Il suit de là que si on désigne par g le produit 
ABC, ou le plus petit reste delà division de ce produit 
par p , ou enfin un nombre tel, que g P~‘ soit la puissance 
la moins élevée de la forme Ep -f- 1 , les restes de la 
division par p des puissances v ^ 


g°> g'> g*> g 3 » • • • g p ~*. 

comprendront tous les nombres 1, a, 3 , . . .p— -1 ; mai* 
dans un ordre différent de l’ordre naturel. 


Si, par exemple , p — 19 , on pourra prendre g— 2, 
et en divisant les diverses puissances de ce nombre 
par 19, on formera la table suivant! : 

Puissances, a 0 , a*, 2*, a 3 , a*, a 5 , a 6 , a 7 , a*. 
Restes. 1, a, 4 , 8, 16, i 3 , 7, 14, g, 

Puissances, a^, a 10 , a", a 11 , a ,s , 2'*, a 15 , a' 6 , a' 7 . 
Restes. 18, 17, i 5 , 11, 3 , 6, ta, 5 , 10. 

Il y a entre ces restes et les exposans auxquels ils 
correspondent , des relations analogues à celles des 
nombres et de leurs logarithmes , et Euler a désigné 
sous le nom de racines primitives , par rapport au 
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nombre p , ceux dont les puissances fournissent tous 
les restes depuis i, 2, 3 , p — « : de cette ma- 

nière , 2 est racine primitive à l’égard de 19. Je 
ne pousserai pas plus loin cette théorie, qui renferme 
un grand nombre de résultats curieux; et pour l’ap- 
pliquer à la résolution de l’équation x? — 1=0, je 
profiterai de quelques remarques que M. La Place a 
bien voulu me communiquer. 

r 58 . L'équation x? — 1 = o, étant divisée par le 
facteur x — 1 , devient 

X ?~ ' -f- xf~*. . . -f X* -+• X + 1 = O , 

et cette dernière exprime en même tems la somme 
de toutes les racines de la précédente ; car si « est 
une des racines différentes de l’unité, les autres se- 
ront (i 5 ) et*, af~ x \ et en général, la 

quantité es's+v, e étant un nombre entier , revient à 
la racine a? , puisque — 1. Ces propriétés étant rap- 
pelées , on voit que toutes les racines de l’équation 
x ?~ ‘ -f- x ’’~ *. . . -f- 1 = 0, peuvent être représentées 
par une seule , ayant successivement pour exposans , 
toutes les puissances, jusqu’à celle du degré p — 2 , du 
nombre g, supposé racine primitive du nombre pre- 
mier p ; mais p — 1 n’étant pas premier , se décomposa 
au moins en deux facteurs. 

» 

Soit, en conséquence', p — x ~fa \ on pourra con- 
sidérer à part la période d’ exposans 

g> g, g°, g‘>- ■ • 

donnant , lorsqu’on les divise par p , des restes diffé- 
Tens, et reproduisant les mêmes-, à partir du terme g‘, 
puisque fa = p — 1. Il est évident que si on multiplia 

a 
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tous ces nombres par g”, r désignant un entier , et 

qu’on été de l’exposant de g le plus grand mul— ~ 

tiple de p qui pourra s’y trouver contenu , on 

reproduira, mais dans un ordre différent, les mêmes 

exposans que ci-dessus, et par conséquent les mêmes 

restes. 

En effet, pour un produit quelconque g"g ,,, =gC'+ r > , 

(cirla e-f -r , ,, 

«n aura 1 — ' = — et le reste sera 1 un des 

J a f 

nombres i , 2 , 3, . .f — î . 11 n’en sera pas de même 
si on prend pour multiplicateur un nombre A, compris 
dans la suite î, a,, .p — i , et qui ne soit pas un des 
restes donnés parla suite g 0 , g 1 , g 5 '*, etc., on prouvera, 
comme dans le n° i54, qu’il naîtra des produits un 
nombre y de restes distincts des autres. Choisissant 
encore pour multiplicateur un nombre a' différènt des 
deux séries de restes qu’on a déjà obtepus , on en trou- 
vera encore f distincts des précédens , et ainsi de suite. 
Par ce moyen, la totalité des restes compris dans la 
série î, 2 ,. . .p — î, se trouvera partagée en un nombre 
a de périodes contenant chacune f nombres. 

D’après ces considérations, si l’on fait 

■ t 

x 4 . x i a _j_ , . , + x sC/-o * = y > 

et qu’on substitue successivement à x les puissances 

.v\ x' , eto. on formera seulement un nombre a de va- 
leurs distinctes pour y, qui comprendront entr’elles 
toutes les valeurs de x, puisque l’ensemble des ex- 
posans de cette quantité embrassera tous les nombres 
î , 2 , . . .p — i ; par conséquent la nouvelle inconnue y 
n’ayant qu’nn nombre a de valeurs, ne dépendra que 
d’une équation du degré a. 


* 




* 
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Si le nombre/n’est pas premier, et que p—iz=zafi=abh, 
on fera encore 


x + x*“ + X*“> + = S ; 

la suite des exposans 

f, g**’ 

ne donnera que les mêmes restes, tant qu’on ne mul- 
pliera ses termes que par un nombre de la forme g rn> ; 
mais si on la multiplie par l’un des nombres 

on obtiendra , par chaque multiplicateur , un nombre 
h de puissances donnant des restes dilférens , et 
formant par conséquent des périodes distinctes de la 
première : et le nombre total des termes de ces pé- 
riodes réunies étant bh , ou f, elles comprendront tous 
les exposans renfermés dans_y. Il suit de là que pour 
une valeur de y, la nouvelle inconnue z en aura un 
nombre b ; mais z et y étant exprimées par la même 
quantité x , qu’on peut éliminer, z est nécessairement 
fonction de y , et doit être donné en y par une équa- 
tion du degré b seulement. 

Si b n’est pas un nombre premier, mais que l’on 
ait h — cl, on fera 

X + X* 1,ic + . . . + = Æ ; 

on se convaincra , comme ci-dessus , que la multipli*- 
cation des ternies de la série 


1 
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par chacun de ceux de la série 

g\ g* 

produira un nombre cl, ou h, de puissancesde g, donnant 
des restes dHFérens , et dont 1 ensemble comprendra 
tous ceux que laissent les termes de la série 

g, g*, g“V--g c * -0 “; 

et que par conséquent, pour une même valeur de s, 
s aura c valeurs distinctes , et sera donnée par une 
équation du degré c. 

On poursuivra cette marche jusqu’à ce qu on soit 
parvenu au facteur 2 , nécessairement compris parmi 
ceux de p — 1 ; et en supposant que l soit ce facteur , 
on aura 

x -f 


T-' 


mais puisque g° tc ~ g 3 , et que *— 1 est divisible 

parp, leproduit(g 3 — i)(g 1 -f-i) sera divisible par 
p; et comme, par la détermination du nombre g, la quan- 


tité g 3 — 1 n’est pas divisible par p , c’est le fac- 

P— 1 P — 1 

teur g 3 -{-1 quil’est; et par conséquent g 3 laisse p-r 
pour reste ; d’où il résulte que x s<llc = x'~' = - - 
alors l’équation 


1 lait 

a + x* = j 


Digitized by Google 



DES ÉLÉMENS D’ ALGÈBRE. 3u 

devient 

x 4- - = s , ou x a — sx 4- i = o. 

1 x 1 

Voilà donc x déterminé par une équation du se- 
cond degré , au moyen de s qui dépend de z par 
une équation du degré c, l’inconnue z dépendant 
de y par une équation du degré b, et enfin l’incon- 
nue y étant donnée par une équation du degré a. 

i5g. L’exposition des détails relatifs à la manière 
de former ces équations me mènerait trop loin; le* 
exemples suivans y suppléeront autant que l’exige la 
nature de cet ouvrage. 

Soit p = 17; l’équation x ' 7 — i =c, divisée par 
x — 1 , donne 

x lS + x' 5 . ..-f-x 3 -{-x-f-t = o: 

p — 1 = 16 = a* : ce nombre n’admettant pour fac- 
teur premier que 2 , les équations desquelles dépend 
la proposée ne sont que du deuxième degré. La plus 
petite racine pBmitive de 17 est 3 ; la première 
décomposition de 16 est 2.8; on a donc ( 

g=3, n=2, f ~8 

OÙ 

x -f-x^-f-x 3 * -f-x^+x 3 *-}- x 3 '*+ x? ,a -J- x 3 * 4 =y , 
ce qui revient à 

x -f- x® + x' 3 -f- x‘ 5 -f- x' 6 -f- x* -f x* -J- x* —y. 
Si on substitue, au lieu de x, l’une des puissances 
x 5 , x 5 , x 6 , x 7 , x'*, x' 1 , x 1 *, x l+ , • 
dont les exposans composent, avec ceux de la va- 
leur précédente, tous les nombres depuis 1 jusqu’à 16 


an 
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inclusivement , et qu’on ôte du produit des exposans 
les multiples de 17, puisque x ' 7 — 1 , on ne trouvera 
toujours, mais dans un ordre différent, qu’une seule 
valeur pour y , et qui sera entièrement distincte de la 
précédente. En employant x 3 , on a 

x 3 ~f- x 1 * -+■ x 5 + x 1 ' -f- x'* -f- x 7 -f- x” -f-x 6 — y ; 
en développant le produit 

(y — x — x» — x' 3 — x' 5 — x ,s — x* — x* — x a ) 
X(y — x 3 — x’° — x* — x" — x't — x 7 — x 13 — x s ), 

et en exprimant les fonctions de x d’après les relations 
indiquées dans le n° 1 5 , on formera l’équation 

y'+y — 4 = o. 

Décomposant 8 dans ses facteurs a et 4 , il vient 


on fait 

b= a, /; = 4 , 06 = 4 > 

■s* 

ou 

x -j- x 3 * X 3 * -f- x- 1 '^ =Ék , 

x -j- x 13 -f- x 16 -f- x* = z. 



Que l’on substitue à x , l’une des quatre puissances 
que renferme la valeur dey , et qui ne sont pas dans 
celle qu’on vient d’assigner à z , x 3 , par exemple , on 
aura ^ 

X a + X9 -f* xl5 + "C® — s , 

et l’équation en z , résultante du produit 
(z — X — X 1 3 — X ' 6 — x* ) (s — x“ — X? — x' 5 — X* ) — O , 
sera 

z-'—y^— 1 =°- ’ 
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Enfin décomposant 4 en 2 . s , on a 

c = a , 1 — 2 , abc — 8 , 

et on fait 

. i 8 

x + x’ —s, 
ou 

X -f- x' 6 =s. 

Si l’on substitue x 4 à x , il viendra 
x* -f-x ,3 =f; 

l’équation en s se formera du produit 

( S X — x' 6 ) (s X 4 — x l3 ) = o, 

•t sera 

s* — zs-f-x ,4 -}-x 5 -|-x ,, -f-x 1 = o; 


et la fonction x' 4 -f- x 5 + 
de le vérifier, revient à - 


x^-f-x 3 , comme il est facile 

a — 4± z— y 

a 


x' 1 

Cela fait, on observera que x’ 6 = — 


î 

- , et que 


par conséquent 

x-4--=s, ou x* — sx + i = o. 
x 

Voilà donc la résolution de l’équation x 17 — 1 = o , 
réduite à celle des quatre équations combinées 

y‘+y—4 = o 


2 . 


z* — yz — i=o 


, , z* — 4 + z — y 

* — sz -J- » = I 


ÎC* — SX -f- 1 = O. 



I 

; 
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COMPLEMENT 


5i4 

Soit encore jt> = 19, l’équation x'u — 1 =0 étant 
ramenée à 

x’ 8 -f- x' 7 . . . + 2r s 4~ x + i = o, 

on a p — 1 = 18, ce qui donne d’abord a = 3 ,/= 6 ; 
la racine primitive est a , et on pose , ,en consé- 
quence , 

x -f- x” 6 -f- ar“ 9 -|- x 1 ” 4* x a ' 5 ==y 

ou ‘ * 

X-f-X 8 -j-X 7 H-X^ + X 11 -f- •»”“=,)’* 

Substituant ensuite x* à x, on aura 

x *-}-^ 6 -f- x 1 * +x ,? 4-x 3 4- æ5 —y> 

substituant encore dans la première valeur de y, x* àx, 
il viendra 

x* -j- x ' 3 + 3:9 -f" x ’ 5 + x 6 + x'° = y : 

*• • 

ces trois Valeurs renferment , comme on devait s’y at- 
tendre , toutes les puissances de x comprises depuis 
x 1 jusqu’à x' 8 inclusivement, et conduisent à l’équation 

y +y+Gy— 7=0. 

En décomposant G en 3 . a, on a 6 = 3 , 6=2; et 
©n pose • » 

x -f* x“ 9 = z , 
ou 

X 4 - x' 8 =z. 

/ 

Les trois valeurs de z se orment par la substitution 


S 
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DES ÉLEMF.NS D’ALGÈBRE. 3l5 
des autres puissances de x qui font partie de la pre- 
mière de y, et on arrive à l’équation 

z3 — y z *+ (y*“ 5)*+3 +y — y* = o; 
puis, à cause de r ' 8 = ^, on a enfin 
x * — zx -J- i — o. 

Ainsi la résolution de l’équation x ' 9 — t = o est 
ramenée à celle de 

y 3 +/+6y— 7=0 

z s — — 5)z-f-3-f-y — y*=o 

x a — zx -f- 1=0 (*). 

Pour connaître à fond la Théorie des nombres , on 
peut consulter l’ouvrage où M. Legendre a, le pre- 
mier, réuni cette théorie en un corps de doctrine com- 
plet , et les Disquisitiones arithmeticœ de M. Gauss, 
desquelles j’ai tiré ce qui précède. Les premiers ma- 
tériaux de cette théorie sont l’ouvrage des plus grands 
géomètres de notre siècle , qui ont démontré la plu- 
part des propositions dont Fermât ne nous avait laissé 
que les énoncés : leurs travaux sont consignés dans les 
Recueils des académies de Paris , de Berlin et de Pé- 
tersbourg. 


(*) On peut voir dans le Traité Elémentaire de Calcul dif- 
Jérentiel ct intégral, que l’equation x p — 1 ~ o , se rapporte 5 U 
division de 1a circonférence du cercle en un nombre p de parties égalés; 
et par conséquent, d’après ce qui précède, la ^vision en dix-sept 
parties ne dépendant que d’équations du deuxième degré, sa 
construirait géométriquement par la ligue droite et le cercle. 

FIN. 
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